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5. Uktady rownan liniowych
5.1. Wzory Cramera
Niech kxdzie dany uktadh rowna liniowych, w ktorym liczba rownaréwna jest liczbie

niewiadomych:

8y, 06 +a, K, +a,; K +...+a, K, =b
Ay K +a,, K +a,, [ +...+ ay, [X, =b,
Ay (K +ag, (X, +ag [ +...+ a8, [X, =h, (99)

ay [ +a, 0 +a, I +...+a, [k, =b,

Uktad réwna (99) maemy zapis&w notacji macierzowej:

d; A, Ay . A, | (X b
Ay Ay Ay e Ay | (X |B
Ay B Ay e A, |EX =1y (100)
8y @y &g . Ay (%) (b
lub inaczej
Alx=Db (101)
gdzie
a, @, a; .. a,]
Ay Ay Ay . By,
A=lay 3, a3 - &, (102)
3y &, Ay e Ay

jest macierz kwadratove wspotczynnikow,
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X =4 % (103)

n

jest jednokolumnowmaciera grupupca niewiadome, oraz

b={h, (104)

n

jest jednokolumnowmaciera wyrazow wolnych.

Uktadowi rowna (70) przyporadkowane jest rownie n+1 wyznacznikow. Wyznacznik

gtéwny:
A, Ay Ay . Ay
A Ay Ay e Ay
W=la; 8, a5 ... &, (105)
Ay 8y Ay e Gy

oraz wyznaczniki powstate przez zgmenie odpowiedniej kolumny w wyznaczniku

gtdbwnymW, kolumra sktadagca sic z wyrazow wolnych:

b a, a .. a,
b, a, a; .. &,
W=b, a, a; .. &, (106)




M. GuminiakMECHANIKA KONSTRUKCJI PRTOWYCH W UBCIU MACIERZOWYM 3

a, b a; .. a
ay b ay ... &,

W,=la;; by a; ... &, (107)
a, b, aj &
a; & b ..oa,
ay &, b &y,

W, =la,, a, by .. &, (108)
a, &, b I
&, 8y &y .. b
a21 a22 a23 b2

W o=lag, &, a3 .. b (109)
8y @y &g . Db

Jezeli wyznacznik gtownyW jest r&ny od zera, to ukiad ten ma doktadnie jedno ra@zaiie

opisane wzorami [*, **]:

W, W, W, W,
=—, X =—, X =—,....,>< =_n 110
. w' "t w °WwW W (110)

Wzory opisane zammosciami (110) nosz nazwe wzorow Cramera. Uklad rowng99), przy
zalazeniu, ze jego wyznacznik giéwny jestidy od zera, nazywagsukladem Cramera.
Jezeli wyznacznik gtownyW uktadu réwna (99) jest réwny zero i co najmniej jeden

z wyznacznikOwW jest r@ny od zera, gdzie=1,...,n, to uktad réwna (99) jest sprzeczny.

Jezeli wyznacznik gtownyV uktadu réwna (99) jest rowny zero i kaly z wyznacznikow

W jest rowny zero, gdzie=1,...,n, to ukfad rowna (99) jest nieoznaczony lub sprzeczny.

[*] R. Leitner, Zarys matematyki wgzej dla idynierow, cezs¢ |, Wydawnictwo Naukowo-Techniczne,
Warszawa 197
[**] dr Maria Sielska, dr Ryszard Sielskilyktady icéwiczenia z matematyki dla kierunku budownictwo,
semestr F opracowanie autorskie: M. Guminiak, Politechniikaizka, rok akademicki 1994/1995
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5.2. Wykorzystanie macierzy odwrotnej
Uktad n réwna liniowych o n niewiadomych (99), przy zateniu, ze jego wyznacznik
gtébwny jest rany od zera, nana rozwazat wykorzystupc macierz odwrotn macierzyA.

Uktad rowna (99) zapisany w symbolicznej postaci macierzowajfarne (101). Zapiszmy:
Alx=b (111)
Jezeli pomnaymy lewostronnie elementy rownania (101) otrzymamy:
A7AX=AT"D (112)
Wykonanie dziatanigA ™ [A prowadzi do macierzy jednostkowej, wobec czegpyatamy:
| X=A"D (113)
czyli
x=A"D (114)

Uktad rowna (114) mana zapiséjako:

x| (&, & & .. & (b
X2 é-21 522 523 é-2n b2
X0 =8y 8, 8 .. 8, |Hb (115)
Xn _anl 5T|2 5n3 5‘nn_ bn

gdziea, (i =1.n, k=1.n) jest elementem macierzy odwrotn&j’.

5.3. Metoda eliminacji Gaussa
Rozwaamy uktad réwna zapisany wczaiej zalenaoscia (99):

ay &, a3 A | X b,
a21 a22 a23 a2n X2 b2
8, A B3 e g (X =qD (116)

ay @, A .. a,] (%) (b
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Niech wszystkie elementy zgrupowane na gidwnejkatne] macierzy A bda rozne od zera.
Podzielmy wszystkie elementy pierwszego wierszaienagz A oraz elementh, macierzy

kolumnowejb przez elemeng,,. Otrzymamy:

a, a, ay, a,
8, By By .. 8y %] |b
8y By By .. & [H%(T)b (117)
8y A, & . &, U (b

Oznaczmy nowe elementy pierwszego wiersza maciérggko c,, a element— =d,.
1

Otrzymamy:
1 ¢, c Co | (%] [dy
Ay Ay Ay e Ay | [ X b
Q& Ay e & [BXgp=qby (118)
8y & &z - & (%] (b

W nastpnym kroku nalgy tak przeksztatcauktad réwna (118) aby w pierwszej kolumnie
macierzyA elementy oda,, do a, przyjety wartas¢ zerowa. Aby otrzyma zerowy element
a,, odejmujemy od wiersza drugiego wiersz pierwszynpazony przez aktualny element
a,,. Podobnie pospujemy z wektorem wyrazéow wolnydh, odejmujemy od aktualnego

elementub, elementb, pomnaony przeza,,. Uktad rowna (118) przybierze form
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0

5

Ay

Ci

&) G @1

83

2

Cis

&3 ~C3 @21

833

s

G

&y, —Cy, [By,

8,

A

X,

d,

b2 - dl @21

(119)

Wprowadmy nowe oznaczenia elementdéw drugiego wiersza petakanych macierzj

i wektorab. Otrzymamy:

1

A,

Ay

Cio Cis
€2 €
8, A
e A

Cn | | %
e2n X2
8y, X =
ann_ Xn

b

n

(120)

Nastpnie wykonujemy podolkn operact tak, aby uzyska nowy, zerowy element,;.

Odejmujemy od wiersza trzeciego maciefzywiersz pierwszy, pommony przez element

a,,. Modyfikacji ulegnie rownig elementb, wektora wyrazéw wolnych. Otrzymamy:

1

0

L8

Po wprowadzeniu nowych oznaézgktad rowna (121) przyjmie form:

G

€

a3, —Cp @31

Az

Cis

€3

Q33 ~ Cy3 ®31

s

Cin

En

aGn - Cln Iji31

8

X

X

ERS

X,

(121)
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1 C, G - G| X% d,

0 € €5 . & X |d

O %2 ess e&n E X3 = d3 (122)
_anl an2 an3 - ann_ Xn bn

Dalej postpujemy analogicznie oddoie wiersza czwartegazao wierszan-tego macierzyA

i wektorab. Otrzymamy:

1 ¢, G . G (%] [d
O e22 e23 eZn X2 d2
0 &, € .. & |EXr=1d, (123)
10 e, & . &, (%] Ld

W dalszej cgsci przeksztatcé dazymy do tego, aby otrzynéanowy elemente,, rowny
jednaci. Dzielimy wiersz drugi macierzy A i wektora bzpz wartéc¢ aktualnego elementu

e,,. Otrzymamy:

1 Co Cs G X d,
0 1 &= Sf|y| |%
€ €, €,

0 e, €5, e, |[EX=19d; (123)
L O an en3 - qm n Xn dn

a po wprowadzeniu nowych oznataetad réwna (123) przyjmie form:
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1 ¢ Gy o G| % d,

O 1 f23 f2n X2 gz

0 &, & &, | % =10, (124)
_O qlz en3 enn_ Xn dn

W nastpnym kroku dzymy do tego, aby otrzynéanowy elemente,, rowny zero.

Odejmujemy od wiersza trzeciego maciefkywiersz drugi pomnmny przez warté e,,.

Podobm operacg wykonujemy w odniesieniu do wektooa Otrzymujemy:

1

0

Po wprowadzeniu nowych oznadézektad rowna (125) mana zapisé nastpujaco:

W rezultacie, operacje opisane paeypowtarzamy do momentu otrzymania uktadu réwna

w postaci:

G

0

€2

Cis

f23

€3~ f23 G%z

€a

1 ¢
0 1
0 0
0 e,

Cis

f23

M5

€

Cin

f,

n

e&n - f2n @2

€

Gn | [ %
f2n X2
h3n [ X3
&nl X%

X

X

X3

X,

d,

9,

K,

d

n

d,

9,

d3 -0, E%z

d

n

(125)

(126)



M. GuminiakMECHANIKA KONSTRUKCJI PRIOWYCH W UACIU MACIERZOWYM 9

1 Co Cs G X d,
O 1 f23 f2n X2 gZ
0 0 1 Ps, [ X =90 (127)
0 0 0 1 X, r,

Uktad réwna algebraicznych opisany rownaniem (127)zevay zaczynac od ostatniego,

n —tego rownania, gdzie niewiadarest x, . ROwnanie to ma posta

Ok +0LX, +OX, +...+1[k, =, (128)

czyli:
X =T, (129)
Nastpnie podstawiamy tak obliczgnwartas¢ x, =r, do rownania n—1 i obliczmy

niewiadomy X _;:

OD<1+OD(2+OD(3+'"+15(n—1+ p(n—l)n Hn =T (130)

czyli:

X =l — p(n—l)n |]n (131)

Proceduw¢ opisam powyzej powtarzamy w sposOb analogiczny obligzajkolejno
niewiadome X _,, X s, X_,,..., & do obliczenia niewiadome,. Procedu t¢ mozna
stosowé wytacznie wtedy, gdy podczas wszystkich kolejnych krmek@trzymujemy
niezerowe elementy na gtéwnej praelej macierzyA. Jeeli w toku przeprowadzanych
obliczen otrzymamy kolejny element 2gcy na gtéwnej przeknej réwny zeru, opisana
metoda kdzie wymagata modyfikacji. Modyfikacja ta nosi nazwvyboru elementu
glbwnego Opis tej modyfikacji zamieszczony peej wykonano na kanwie eg&ci

materiatdw dydaktycznych opracowanych przez dr. Ratitra A. Dybczyiskiego [***].

[***] dr hab. Piotr Andrzej Dybczyski, Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu
Materialy dydaktyczne dla studenté8trona internetowa:
http://apollo.astro.amu.edu.pl/PAD/index.php?n=0ybydaktykaEliminacjaGaussa
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5.3.1. Wybor elementu gtéwnego
Niech ukfad rowna algebraicznych ma posta

1 ¢ Gy o Gyl IX| |4

C 0 0 €, e S| % d,
0 &, & ... & |EXr=1d4 (132)
10 e, & . &, (%] Ld

Zauwamy, ze elemente,, jest rowny zeru. Sgodd elementow drugiej kolumny nale
znalez¢ przynajmniej jeden niezerowy elementdey poniej gitdwnej przektnej. Niech
bedzie to elemente,,. Nalezy teraz zamieri miejscami wiersz trzeci z wierszem drugim.

Zmianie ulegnie réwnie potazenie niewiadomych w wektorze oraz wyrazoéw wolnych

w wektorzeb. Po wprowadzeniu nowych oznaazgrzymamy:

1 ¢, ¢ .« G [% d,

O f22 f23 f2n y2 92

0 0 fao o T |BYsr=109s (133)
_O en2 en3 enn_ Xn Cln

gdzie:
f22:%2’ f23:e\33""’ f2n:e\3n I 92:d3’
f33 :%3' ety f3n :%n I gS = d2’
y2 = X3 I y3 = X2 .
Dokladna¢ otrzymanego rozwzania mana zwekszy wyszukujc kazdorazowo spgrod

elementéw znajdagych sé ponizej gitdbwnej przektnej elementu o najwkszej wartéci

bezwzgtdne,.
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Jezeli wszystkie elementy znajdige s¢ na gtdwnej przeknej oraz leace poniej
gtéwnej przektnej s zerami, to uktad rowmanie posiada jednoznacznego rogeinia lub
jest sprzeczny. W analizie konstrukcji weeiy macierzowym otrzymujemy macierz
sztywnaci konstrukcji (odpowiednikiem tej macierzy jest ecreaaz A), 0 wszystkich
niezerowych elementach znajaeych sk na jej gtdwnej przeknej.

Metoda eliminacji Gaussa jest stosowana powszechnpeocedurach numerycznych za
pomoa ktérych rozwizywane g uktady rowna liniowych o duej liczbie niewiadomych.
Jej wiella zalety jest wzgtdna prostota wykonywanych operacji matematycznpchiczas

ktérych nie tracimy na doktadsa obliczen.



