M. Guminiakl etody obliczeniowe mechaniki nigliniowegj nr alb. 77482

Zagadnienie geometrycznie nieliniowe - die przemieszczenia

W przypadku daych lub umiarkowanie diych przemieszczerownania rownowagi
nalezy formutowa w przemieszczeniach konfiguracji, ktéra jest aktiganieznana i ktér
trzeba wyznaczy Jest to podstawowa cecha nielinidsiggeometryczne;j.

Duzym przemieszczeniom meg towarzyszy mate lub due odksztalcenia.
W pierwszym przypadku zaleos¢ migdzy przemieszczeniem a odksztalceniem jest
nieliniowa, w drugim zalenos¢ ta rOwnie jest nieliniowa. Stan nagrenia okrélany jest na
konfiguracji zdeformowanej. Roztnienie wielk@ci przemieszczei odksztalcé jako duzych
lub matych jest umowne i nie posiadastego kryterium. W teorii liniowej korzystagsie
sktadowych catkowitego przemieszczenia i skladowsalkowitego naptzenia i odksztatcenia
w punkcie obliczanych bezp®dnio od danego olgienia. W zagadnieniach nieliniowych
geometrycznie obgienie régnie & do kaicowej wartdci i wyznacza przyrostowe zmiany

napezenia i odksztatcenia [1].

1. Opis stanu odksztatcenia

1.1. Wspotrzdne materialne i wspotradne przestrzenne

Do opisu stanu odksztatcenia kontinuum materialnegoowadza s dwa ukfady
wspétrzdnych :
O X1 X, X3 — staty nieruchomy w czasie, karterghi,
0 X1 X2 X3 - konwekcyjny, wspotobrotowy, odpowiaday wsrednionemu obrotowi ciata przy
przegciu z jednej konfiguracji do drugiej, sztywno zwany z bry, kartezjaski.

Wprowadzanie dwoch #tiych ukladow wspotdnych ma znaczenie tylko w teorii
nieliniowej. Jali stan przemieszczenia, odksztatcenia i aagmia odnosi gido ukfaduX;, tzn.
u=u(X), e =¢ (X), o = o (X), to opisuje s zagadnienie wg. Lagrange’a we wspéthaych
materialnych. X u =u (x), ¢ =¢ (%), 0 = o (X), wtedy opisuje sizagadnienie wg. Eulera we
wspotrzdnych przestrzennych. Stan przemieszczenia, odksmata i napgzenia w danym
punkcie jest obiektywny i nie zalg od wyboru ukladu wspokzinych. W teorii daych
przemieszczeoba opisy majzastosowanie [1].

Wprowadza & oznaczenia:

X — wektor wodzcy punktu materialnego R{ w konfiguracji pocatkowej

X - wektor wodzcy punktu materialnego R w konfiguracji zdeformowanej

u - wektor wodzcy przy przejciu ciata ze stanu pogtkowego do zdeformowanego

Wektory X i x mazna zapisa dokonujc rozktadu:

[1] M. Kmiecik, M. Wizmur, E. Bielewicz:Analiza nieliniowa tarcz i ptytPolitechnika Gdéaska 1995 1
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X =Xql1 + Xolo + X3l 3 = Xkl k , (WspOtrzdne materialne)
X = X161 + Xo€ + X363 = Xk& , (WspOtrzdne przestrzenne)
Wzajemna orientacja obu uktadow wspéttaych jest okrdona wektorenb oraz kosinusami

kierunkowymi megdzy osiami uktadéw, ktoreasloczynami skalarnymi wersoréw obu uktadow

Bclk = Ik & = Nk = Nik (1.1)

Wektor przemieszczeniamazna roztay¢ w obu uktadach

U = Uklk, (1.2)

U = Ueg (1.3)
po wymnaeniu skalarnym rownigi (1.1) przed g otrzymuje st

& = Nkl k , (1.4)
oraz U=u, shd

U = Uil k (1.5)

otrzymuje st prawo transformacji wspokgnych wektora przemieszczenia z ukladu
wspotrzdnych przestrzennych do uktadu wspéthaych materialnych
Uk = NkkUx . (1.6)

Punkty materialne ciatla dozmaggo narastagej deformacji poruszajsi¢ po torach
bedacych chgiem punktow w przestrzeni o wspdaidnych X; lub x¢ (i=k=1,2,3) [1]. Dlatego
ruch mae by opisany na dwa sposoby, za pomaektora wodzcego punktu materialnegd
lub x. Pierwszy sposdb opisuje ruch punktu za panveektorax; = x(X,t). Wektor wodzacy x
punktu P w konfiguracji odksztatconej jest furkkayektora X. Mowi sig wtedy o opisie
stacjonarnym Lagrange’a. Drugi sposob, to opis uyshinktu za pomacwektoraX = Xi(x,t).
Mowi sie wtedy o opisie Eulera. Wzajemne zaiesci migdzy wspotrzdnymi obu uktadow s
funkcjami wzajemnie jednoznacznymi izrdiczkowalnymi dowoln liczbe razy. Warunkiem

koniecznym i dostatecznym tego postulatu jest aygnacznik detfx k) byt rézny od zera:

_6x1 0% axl_
0%, 0%, 0%
| 0X;  0X, 0Xj |

det =det(x k) #0.

Do opisu deformacji ciata w uktadach wspétimych materialnym i przestrzennym
wprowadza i pojccie gradientow deformacji i przemieszczenia. Malesim gradientem

deformacji nazywa sitensor o walencji dwa:

0%
F=—gOI
X g Uly, a.7)

[1] M. Kmiecik, M. Wizmur, E. Bielewicz:Analiza nieliniowa tarcz i ptytPolitechnika Gdaska 1995 2
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Reprezentagjmacierzow tego tensora jest

o
0X,
0X; 0%,
X,

0%3
3

Zaleznoscia odwrotry jest przestrzenny gradient deformacji

0%
0X,
0X,
X,
0%g
Xy

X
H = X Ik Ue,
0%
ktérego reprezentacjmacierzow jest
o,  0X, 0%
0% 0% OX |
| O0x 0%, 0% |

Macierze k i Hx; zwiazane g relacp

co pozwala zapisa
H=F".

Materialny gradient przemieszczeMa

y =Y I, Oly
K

stosujc zapis wskanikowy

Yik =Ui k.,
Przestrzenny gradient przemieszczenia

=8q g,
w zapisie wskanikowym

Kik Uik,

6_)(1_
X,
0X,
X,
0%

X, |

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

Rd&zniczkujac réownanieu = x — X wzgledem wspotrgdnych materialnych otrzymujegsi

v=% 601, -8, 01, =F~I

Xy

(1.17)
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gdzie | jest tensorem metrycznym o reprezentacji macieezgako macierz jednostkowa i
moze by opisany deli Kroneckera. Riniczkowanie réwnaniau = x — X wzgledem

l X l (1'15)
an

1.2 Miary odksztatcenia
Przygto pokrywajice sé uktady wspotrezdnych [1]. Mazna wtedy stosowajednolite

wskazniki. Definiuje sk kwadrat dtugéci wektoradX

(aX)? =X (X = dxdX =§dXdX, (1.19)
rézniczka zupetna i-tej wspokdnej wynosi
0X;

dX =—+dx (1.20)

0X;
po rozpisaniu

dX =Xqdx + Xy 0% + X, 0%
dX = Xpqdx + X50% + X, 50%, (1.21)

g = X% + Xgoth + Xa3d%
lub
dX =Hdx, (1.22)
Kwadrat diugéci (dX)? mazna przedstawitakze jako iloczyn zatencsci (1.20) przez siebie:

_ X X N g gy

dx 2
(dx)? = x o (1.23)
X
dzie G = P X, oraz
g ) a)ﬂ an
C=H"H, (1.24)
Zaleznos¢ (2.24) jest definigj tensora deformacji Cauchy’ego.
Kwadrat diugéci w konfiguracji zdeformowaneflk)? wynosi
(a)” = ox o = § dxdx (1.25)
0%
dx dX;
X = o, (1.26)
dx=F[dX, (1.27)

[1] M. Kmiecik, M. Wizmur, E. Bielewicz:Analiza nieliniowa tarcz i ptytPolitechnika Gdaska 1995 4
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2 _ 0% 0%
(o) —a—xadxdx.- , (1.28)
j
G; z%% lub inaczej G=F'F. (1.29)
Réznica kwadratowdx)? — (dX)? jest réwna:
o o ={ 2% o, 130
oX; oX; '
jesli wprowadzimy oznaczenie:
1[ 0%, 0x
’ 2[axiaxj ’
to
(6~ =21, 0%, =0 w22)

TensorL o sktadowychL; przy wprowadzeniu materialnego gradientu deformpigyjmie

posta:
e )26 -
L—2(FF |) 2(G ). (1.33)

i nazywa st tensorem odksztatteskaaiczonych Lagrange’a — Greena. Rite kwadratow

maozna wyrazé rowniez przez zwazki (1.23) i (1.25)

1 0X, X
(-l =2 -2 2% 134
oznaczajc
1 0X, 0X
E =§[5.,- _a_;aT.de"d’* , (1.35)
J
otrzymuje st zaleznos¢:
(o) () =25 dxdy =" 2Bk (1.36)

TensorE o sktadowychE; przy wprowadzeniu przestrzennego gradientu defgjinogpisany
jest zalenoscia

E:%(I —HTH):%(I -C), (1.37)

i nazywa st tensorem odksztatbeskaiczonych Eulera — Almansiego. Odnosi on zmian

dtugasci rozpatrywanego odcinka PQ do uktadu az@inego z ciatem.
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Z zalenaosci x, =u, — X, otrzymuje s¢ rownac:

M Oy 5 (1.38)
X,  oX.

a po podstawieniu do (1.35) otrzymamy:

_l(auk ou, N ou,

ou
Q= O +—5 0, + 0,0, —d}, (1.39)
bo2lex X, aX, ¢ oX, )

J

ou; 0 ou, .
ox, T ax, ' aX, 4 oX,
stad
1
L; :E(Ui,j +U;; +Uk,iUk,j) ' (1.40)

Raézniczkujac zalenos¢ X, =x, —u, po X" i, X" otrzymuje s¢ relacje

X
X = Oy _% oraz _6 X =9, _ai, std
0X; 0X; aX]- an
1
E; :E(ui.j tu; _uk.iuk,j)’ (1.41)
lub zapisane inaczej
E:%(K +KT+KTK), (1.42)

W mechanice nieliniowe dokonujeg¢siozktadu tensoréw odksztatceskaiczonych na og¢

liniowa i nieliniowa. Skladowe tensoréw tworsure:
L =l +n;, (1.43)

B, = +11;, (1.44)

1.3 Opis stanu napgzenia

Opis stanu nagpgenia prowadzony jest w konfiguracji zdeformowanmta [1]. Na
elementara powierzchn¢ da otaczajca punkt P, zorientowan jednostkowym wektorem
normalnej zewetrznej n = n,e dziata elementarna sita kontaktowt = df,e , to
of
oa’

jest napgzeniem Cauchy’'ego w punkcie X( %, X3). Przez punkt P mma poprowadZi

t™ = (1.45)

nieskaczenie wiele przekrojow i na kdym z nich okréli¢ elementara powierzchng da oraz

[1] M. Kmiecik, M. Wizmur, E. Bielewicz:Analiza nieliniowa tarcz i ptytPolitechnika Gdaska 1995 6
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okresli¢ wektor t™. Zbiér wszystkich part( n) definiuje stan nageenia w punkcie P.
Wystarczy wybra trzy wzajemnie prostopadie przekroje aby zdefimdyednoznacznie stan
napezenia w punkcie P. Stan napenia w punkcie mma zdefiniowd przez wprowadzenie

tensora napgenia Cauchy’egoo;. W teorii duych przemieszcze istotny jest dobor

konfiguracji ciata. Stan nagrenia w punkcie okigany jest na nieznanej konfiguracji ciata po
deformacji. Naley wtedy odnié¢ stan napgzenia w konfiguracji zdeformowanej do
konfiguracji pocatkowej, ktora jest znana. Rozieask powierzchng dA w konfiguraciji
pocztkowej C, ktéra w wyniku deformacji przechodzi va.dJednostkowy wektoX staje s
w konfiguracji C wektoremn. Wprowadza si sity kontaktowe:

TMdA=t"da, (1.46)
Miedzy polamidAi da zachodzi zwgzek

nda = JH NdA, (1.47)
gdzie J = detF

t™ =Tn=0;ne, (1.48)
Tensor napzenia w konfiguracji pocztkowej C° | tensor Pioli-Kirchhoffa

TM=TON=tONI, (1.49)
Po podstawieniu (1.48) i (1.49) do (1.46) i wykataniu zalenosci (1.47) mana okréli¢
zwiazek miedzy | tensorem Pioli-Kirchhoffa a tensorem Cauchyg'e

TO=JTHT, (1.50)
zapisany inaczej

t =JIH, 0y, (1.51)
Pierwszy tensor Pioli-Kirchhoffa jest obiektem rie®trycznym z uwagi na niesymetryczao
przestrzennego gradientu deformatjiMozna zdefiniowa zaleznos¢ odwrotry

o, =J7FtY, (1.52)
Pochodna tensora napenia Cauchy’ego obliczana w konfiguracji zdeformaejaprzyjmuje
posta

0 o, = J—lit“@, (1.53)
oX. X,

J
R&zniczkowanie tensoraj(l) odbywa s w konfiguracji pocatkowej C’. Réwnania réwnowagi
mozna zapisywaw konfiguracji pocatkowej C’

t® + p°F =0, (1.54)

]

7
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gdzie p* = p°J 7.
W teorii dwych deformacji ma zastosowanie rownié¢ tensor Pioli-Kirchoffa, ktory
jest opisany zafanoscia
T@ =JHTH T, (1.55)
lub inaczej

t? = JH, o4 H (1.56)

lj »
Il tensor Pioli-Kirchhoffa wysipuje w réwnaniu pracy wirtualnej zapisanemu w kguafacji

zdeformowanej, ktéra jest przeniesiona do konfiglg@ocztkowej

.[Jij O¢; dv® = Itij(Z)d-ii dv®, (1.57)

v@® v ©

I'i Il tensor Pioli-Kirchhoffa zwdazane g zaleznoscia

TO =FT®@ (1.58)
lub inaczej
t = Rt (1.59)
gdzie
= :;(‘ik = :)‘(‘ik 6, (1.60)

2. Zginanie ptyt cienkich
2.1. Analiza geometrycznie nieliniowa

Przy duych deformacjach punkty ptaszczyzérpdkowej doznay przemieszczew, u
orazv, gdzie przemieszczeniai v wywotane § stanem tarczowym. Przemieszczeniom tym
odpowiadaj napkzenia rownomiernie rozimne po grub€ci pityty o, o | Ly Sity

przekrojowe opisuce stan tarczowy:

N, =0, 0,
N, =0, 0, (2.1)
N, =7,

Miara duzego przemieszczenia m® by grubaé piyty t. Rozwaa sk umiarkowanie die
przemieszczenia. Na stan sit w ptycie azghth przemieszczeniach skfaalagic My, My, Myy

oraz Ny, N, i Ny. Sity tarczcowe mog by¢ rezultatem obaizenia zewrtrznego stycznego
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przytozonego wzdha kierunkéw osi x i y lub wynikiem ugé wigkszych nk 10 do 20%

grubaici ptyty. Wartaci tych sit rosm w miar narastania ugé ptyty [1].

oN
oN N, + ydy}dx
N, +—>dy |dx A ( y
( " ay VJ oy
( oN,,

dx|d
()4 jy

(NX + oN, dxjdy

0X
Nydx ; Nyxdx

Rys. 2.1

Po zsumowaniu rzutu 94y na kierunek osz

2
N —a(wa;W°)6y+(Nx+%dx}dy(a(W+W°)+a (W+W°)dxj, (2.2)

g ox x>
Po pomingciu wartagci wyzszego rzdu otrzymuje si skladowe pionowe sit tarczowych

2 2 2
N Dwrw) o ofwrw) 2ny‘9 (W+ W)

v Y ooy Zaktada s, ze Ny, = Ny,. Sktadowe

pionowe sit membranowych dodaje sio prawej strony rownania ptyty

9*w o'w  d'w
+2 +
ox*  ox®ay® oy*

2 2 2
g N, S Wotw) 97wt W) 0 (w+w,)

, (2.3
S G Yoooay? Y axoy (2:3)

3

dzieD jest sztywnécia pt D=——
g J yw a piyty 120-v7)

, p- jest obcazeniem roztagonym po powierzchni

ptyty na kierunku ost. Zaktada sj, ze istnieje funkcjaF(x, y) taka,ze

n_ N, _0°F
JX = :_1
t oy’
n_ Ny, 0°F
GEL e @4

[1] M. Kmiecik, M. Wizmur, E. Bielewicz:Analiza nieliniowa tarcz i ptytPolitechnika Gdiaska 1995 9
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m_ Ny _ 0°F
Yot oxoy

wtedy

9‘w a'w 0w _
D +2 + =p,+
ox*  ox*ay* oy’

, 2.5
oxay  dy? ay>  ox? oxdy  Oxdy (2:3)

th(62(W+ w,) 9%F .\ 0% (w+w,)a%F _262(W+ w,) 9%F j
W réwnaniu (2.5) $ dwie niewiadome: funkcja uggiaw i funkcja napezen F. Wykorzystuje
si¢ zwiazek nierozdzielnsci odksztatcé dla ptaszczyznyrodkowej pyty
0%, .\ 0’e, _Zazgxy _
ay>  ox® Xy

(2.6)

do ktérego naley podstawd sktadowe tensora odksztahckagrange’a. W przypadku éych

ugiec¢ ptyty diugas¢ elementarnego odcinka powierzchrodkowej w ptaszczinie x — zwynosi

ol (awg ) _ 1w, ?
ds, =d 1+(_6x j d{1+ 2[_6x j J (2.7)
ds:dXJ“(Mj :d{“i(wj J 2.8)
[9) 4 2 1)

cze$¢ nieliniowa tensora odksztatcenia w ptaszoig x — z

_Os—ds, _ ow, ow l(awj
g ds, ox ox 2\ ax

po ugkciu

= Mo OW 1(‘”} (2.9)

Yooy ay 2\ oy

n 6W0 ow ow 0w, ow, ow ow _ ow ow ow
Y79y ax  Ox Ay Ox dy

stad

L, =1, +7n _@+%6_W 1(6Wj
“0x  0x 0X ox

(2.10)

_ov awo aw 1 ow)’
y =Wy iy ===
ay ay 6y 2 ay

ou av 0w, 0w ow ow
U

2L | ’
Y = ay ax dy x ox dy

10



M. Guminiakl etody obliczeniowe mechaniki nigliniowegj nr alb. 77482

W ptaszczynie srodkowej ptyty odksztatcenia te wywotangtglko sitami tarczowymi

. =%(J;n_v0_;n)=i(az|: _"GZFJ'

g E\ ay® ox*
1( . .y 1(d*F 9°F
L, =E(Jy —Vo, ):E(axz i dy? j' (2.11)
o = 2(1+v) m __2@+v)o%F |
Y E Y E oxdy

Wprowadzenie zwazkéw (2.10) i (2.11) do rownania nierozdziedoo odksztaicé (2.6)
prowadzi do zalenosci
9'F 0‘F 0°F)_
+ + =
ox*  oxPay® oy’

20,,)? 200, A2 2 2 2 2 2 2
—E 0w _a\gva\;v_avzoa\;erGV\zloa\;v_zawoaw (212)
oxoy ox“ oy ox° oy dy® ox Oxady 0xdy

Zaleznosci (2.5) i (2.12) s réwnaniami nieliniowej teorii diych ugi¢ pltyt w zakresie
sprzystym materiatuSciste rozwizania ogdlne tych réwmanie istniej. Gdy ugecia piyty s
mate rébwnania (2.5) i (2.12) rozpgaj Sic stapc Sk niezalenymi. Zwigzek (2.12) przechodzi

w rOwnanie biharmoniczne tarczy a (2.5) stagekkasycznym rownaniem piyty cienkiej.

2.2 Zastosowanie metody elementow skozonych
Do analizy numerycznej wykorzystano progtol element powierzchniowy (ptytowo-
-tarczowy) o piciu stopniach swobody wadle. Element powtokowy jest zteniem elementu
tarczowego czterogztowego o dwoch stopniach swobody wae z elementem ptytowym o

trzech stopniach swobody wele.

2.3 Opis prostolgtnego czteroveziowego elementu tarczowego

Pole przemieszche wewmtrz elementu moe by aproksymowane za pompc

wielomianow:

u=a, +a,x+ay+a,xy (2.13)

V=g +agX+a,y +agXy

11
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'

y
y
I k
b
b X
l J X
a a
Rys. 2.2
W zapisie macierzowym
a
1 000 O]
u= e N . ¢ =Pa, (2.14)
v 0 00 0 1 x vy xy
ag

Po podstawieniu do zwikow (2.13) znanych wspokdnych weztow (i-tego wezta, i=1,2,3,4)
U =a, +a,x +ayy, +a,xVy,
Vi =ag tagX tay, +agxy, , (2.15)
W zapisie macierzowym
r =Ca, (2.16)
mozna obliczy¢ nieznane wspoétczynnilg;
a=C™r, (2.17)
gdzier jest wektorem stopni swobodyemow (przemieszczeweztowych). Sad
u=Pa=PC™r =Nr, (2.18)
N jest macierz funkcji ksztattu opisujcych pole przemieszcaavewmtrz elementu w funkcji

przemieszczieweziow. Funkcje ksztattuaspostaci

Ni :[1—ij[1—lj’ N. :i(l—lj’
2a 2b I 2a 2b

N, ==Y, N, =[1-2 |, (2.19)
2a2b 2a)2b

12
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Innym podejciem, jest sformutowanie izoparametryczne, gdziekdje ksztattu § wyrazone

we wspotrzdnych znormalizowanycl®,7. Wtedy za pomactych samych funkcji ksztattu

mozna przedstawiprzemieszczeniai v oraz zmienng i y.

as : (2.20)
oraz

asi o (2.21)
Te same funkcje ksztattu opigyjole przemieszchenewmntrz elementu oraz jego geometri

2.4 Opis prostolgtnego czteroweztowego elementu ptytowego

y n
I

b k
b X
. '3

' J
V4
a a Dy, W
Rys. 2.3

Kazdy wezet posiada trzy stopnie swoboaly,, 6,,, 6, (a =i, ],k,l). Wektor przemieszche

a !

weztowych elementu ma posta

{r b}T = {\Nl Bxi Byi o \NI Bxl Byl }T ' (222)
Pole przemieszcaanazna opisé wielomianem
W=a, +a,X+ay+aX +aXy+ay’ +a,x +

+a X’y +agxy’ +a, Yy’ +a,x’y +a,xy’ (2.23)

13
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W zapisie macierzowym

a1
w=ll x vy & xy v ¢ Py x Y ¥ ). t=Pa (2.24)
alZ
uwzgkdniajc zwiazki
w,, =6, ,
w,, =-6,, (2.25)

oraz podstawiag do (2.23) i (2.25) przemieszczeniaztowe r(f,’ mozna wyznacz§ nieznane

wartcsci a,
r® =Ca, (2.26)
stad
a=C™r’, (2.27)
Macierz funkcji ksztattu édzie wynosita
N® =pPC™, (2.28)
gdzie
N, =[N® N® NP NP, (2.29)

(Cro +1)(/70 +1)(2+<ro 1, _52 _’72)
a{a (1_,.50)2(50 _1)(/70 +1) ' (2.30)
b7, @+ &)(& +1)* (7, - 1)
gdzieé, =&, , 1, =N, a =i jkl.
Zgodnie z hipotegKirchhoffa otrzymuje si zaleznosci
ow

o) =

N

u=-z—=-2zN"r"
0x

v:—za—W:—zN,brb, (2.31)
oy Y

Macierz liniowa funkcji ksztattu odksztaitcena postéa

-ZNp

I XX

Bb =) - N> |, (2.32)

yy

-2ZN°

)xy

14
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Dla duzych ugi¢ piyty oraz przy uwzgidnieniu ugecia pocatkowego naley uwzgkdni¢

sktadowe nieliniowe

_awo ; o i}
; ow, || gx | 1 ow || gx
b=dpti=| 0 opexXle=l 0 — : 2.33
L ”g dy [|OW[ 2 dy || oW (2.33)
To) | owy 0wy |{dy] | ow ow|oy
| oy  OX | |0y OX |

Jeili pole przemieszcze pocatkowych opisze si za pomog tych samych funkcji ksztattu,
ktére opisuy ugiecia powstate od dzialggych obcazen, wowczas wektor nieliniowych

odksztatcé n°bedzie miat posta

n° =Bgr® +%B§Lrb : (2.34)
0
T T
S (N3)

N,°
0 L (2.35)
T b \T p\T b \T N'y
o) NS ) ()
Macierz B'ﬁ‘L ma talkk sanmy post& jak macierz Bg. Przy matych ugiciach piyty wartéci

elementow macierz®, s pomijalnie mate w poréwnaniu B .

Pole przemieszche wewratrz elementu powlokowego, ktéry ma zastosowanie
w analizie daych ugk¢ piyty jest opisane przez zsumowanie pola przemmszelementu

tarczowego i ptytowego

re e =Nr, (2.36)
b

Macierz funkcji ksztattu odksztattedla elementu powlokowego jest swmacierzy funkcji

ksztattu odksztataetarczy i ptyty

L, T I S
L=3 L, =91 p+5 10 e+3my ¢, (2.37)
m b b
2L,, 2, 2, Myy
L:erm+B'ﬁrb+Bgrb+%B'ﬁ‘Lrb:Br, (2.38)

gdzie

15
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. 1

B :[B (B'ﬁ +B) +§B§LH, (2.39)
rm

= (2.40)
N, 0

B"=| 0 N,J|, (2.41)
N,» N

2.5 Sformutowanie wariacyjne przyrostowych rowna réwnowagi
w zakresie geometrycznie nieliniowym

Roéwnanie pracy wirtualnej ma poéta
[aTedv - [ad"bdV - [&d"tdA=0, (2.42)
\% \Y

gdzie d=Nr,L=B(r)r =L(r), shd oad=N& oraz d :g—l;d'r wowczas rownanie

(2.42) mana zapis&w postaci

.

j(a_Lj 6V -p=0, (2.43)

vior

D =jNdeV+jNTtdA, (2.44)
\%

macierzp jest wektorem sit wztowych. W zakresie sprystym przy zataeniu, ze istniep

napkzenia pocatkowe ¢, wartas¢ wektora napgzenia wynosi

=DL +o,, (2.45)
Jeli zdefiniuje st przyrost liniowy Ap
.
Ap = j [(a—"j Ac +0TA(6—Lj:ldV, (2.46)
viLor or
oraz Ao taki,ze
po =280k _per 0L\ , (2.47)
oL or or

wowczas otrzymuje si

S

16
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Macierz D "jest macierz styczna stalych sptystaici w zakresie sprysto-plastycznym
materiatu. Dla materiatlu w zakresie liniowo gystym macierzD® ® przechodzi w macierz
statych spgzystasci D. ROwnanie (2.48) stanowi ogolna przyrosiopostd stanu rownowagi
ciala przy zaleeniu fizycznej i geometrycznej nieliniodm. taczac element tarczowy i

ptytowy mazna zapisé

%=[Bm [B8° +B5+B%,1], (2.49)

0°L _ .

o2 —[0 [(BNL),r]], (2.50)
0 ]

®%).= o (N?) {N';}. (2.51)

S) (N2)

Po podstawieniu (2.49), (2.50) i (2.51) do (2.48xymuje s¢

U[Bm (B} +85+B%, ] D[B" (B} +B}+85, JJdv + [o7[0 [(B';L),r]]dv]Ar—Apm

(2.52)
Inaczej zapisane rownanie (2.52) ma posta
K;Ar —Ap =0, (2.53)
gdzie K; =K ,(r) +K ,(s). MacierzK ; nosi nazw stycznej macierzy sztywso.
K, =[[B" B°+B5+85 1 DB [B®+BS+BY, IV, (2.54)
\%
K,(@)=[e"[0 [(B%). TRV, (2.55)
\%

Przy zalaeniu matych ugi¢ i braku uge¢ pocatkowych macierz stycznd& ; przechodzi
w liniowa macierz sztywnii K . Sktadnik K,(o) moze by pominkty, gdy sktadowe

membranowe wektora nagenia g rowne zero. Warunek ten zachodzi przy matyckaigch

I braku napgzen tarczowych.

3 Przyktady obliczen

Analizowanym przyktadem jest ptyta cienka, kwadveda otworem. Analig nieliniowa
przeprowadzono przyzyciu programu metody elementéw skaonych ABAQUS. Obszar

piyty podzielono na elementy skzone powilokowe czteramtowe 0 péciu stopniach

17
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swobody i czterech punktach Gaussa. Element terowtgoohczenie elementu tarczowego i
ptytowego opisanych w [2.2 Podziat na elementy skczone oraz wymiary ptyty pokazano na
rys. 3.1. W pobliu krawedzi otworu zagszczono siatk elementow skaczonych. Przyjto
nastpujace wiasnéci materiatowe: modut Youngg = 205 GPa, wspétczynnik Poissona

v = 0.3 oraz grubéc ptyty h = 2.0.

| 2 |
D 1 4 C
20.0
20.0
3
2 2 c 3
20.0
A} 40.0 1| 600 ° |4 60.0 B
i i i i
X
Rys. 3.1

Warunki brzegowe: krawedzie A-D oraz B-C s podparte swobodnie z blokad
przemieszcze na kierunkach x iy (u = v = w = 0). Krgdzie A-B i C-D oraz krawdzie
otworu § swobodne.

3.1. Plyta z otworem poddana obaizeniu rownomiernie roztozonemu

Plyta zostata poddana ohzeniu réwnomiernie roztmnemu o intensywrsgci q =
5kN/m?. Na rys. 3.1.1-3.1.6 przedstawiono ¢gii ptyty w przekrojach zaznaczonych na rys.
3.1 otrzymane na drodze analizy geometryczniemaliej oraz odpowiadage im rozwizanie
liniowe klasycznej teorii ptyt. Na rys. 3.1.7-3.Q0.podano przemieszczenia membranowe.
Na rys. 3.1.7-3.1.10 podano przemieszczenia meroiv@ni v a na rys. 3.2.11-3.2.20 wykresy
momentéw zginajcych i skecajacych w postaci warstwic. Tabela 3.1 przedstawia

maksymalne ugtia oraz nagzeniac, io,.
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Ugiecie krawedzi A-B
0,4
0,35 = K5t —e—inc 1
0,3 .
L x —m—inc 2
o 0,25 —
& 0,2 P N inc 4
=2 % N
> 015 RN inc 6
0,1
-
0,05 i A EE Hull B B i, o —%—In
0 | w& ——9 T 11711t ‘0—:,::’:% N\
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160
Dystans [x]
Rys. 3.1.1
Ugiecie w przekroju 1-1
0,3
—e—inc 1l
0,25 1 ——x *— ke —% k—XK
inc 2
o 02 I
& 0,15 - inc 4
=
0,17 inc 6
0,05 = = = = = = =
o— © © © * - —e —*—In
0
0 10 20 30 40 50 60
Dystans [y]
Rys. 3.1.2
Ugiecie w przekroju 2-2
0,3
—e—inc 1
0,25 A
2 // —m—inc 2
Q '
& 0,15 inc 4
g /
0.1 / inc 6
0,05 — [ — "
| - — —K—
0 m//:.—_/' o
0 10 20 30 40
Dystans [x]
Rys. 3.1.3
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Ugiecie w przekroju 3-3
0,35
03 K —o—inc1
02 | \X\x\ —m—inc 2
2 02
inc 4
0,1 - \ inc 6
0,05 ~— ° — g \x\ —x—1In
0 M ¢ . * jitzg\\m
0 10 20 30 40 50 60
Dystans [X]
Rys. 3.1.4
Ugiecie w przekroju 4-4
0,35
0,3 * X X * * * —X —e—inc1
0,25 —m—inc 2
3 02 .
@ inc 4
o 0,15
)
0,1 inc 6
0.05 | — m  m 8 m m B~
' . o © 2 2 © o —*—In
0
0 10 20 30 40 60
Dystans [y]
Rys. 3.1.5
Ugiecie w przekroju 5-5
035 s
rozw. liniowe
0.348 .
0.345
0.344
0.342
034
o 0.338
g 0.336
o) 0.334
o 0.332
033
0.328
0.326 .
0.324 inkrement 6
0.322 L
D'Szl""l" T TrrrTrrrrrrryrrrrrrrorore TT T T I T rrrrrrs ™
o 2 4 F &8 10 12 14 16 18 20
Odlegtosé [y]
Rys. 3.1.6
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Przemieszczenie v krawedzi A-B
0,0003
0.00025 —e—incl
0 Y
g 0,0002
g ' —m—inc?2
@ 000015
€ inc 4
o 00001
N
B 0,00005 - inc6
Ot p o005 0 0§ @ _—» 9 5 p 5
0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160
Dystans [x]
Rys. 3.1.7
Przemieszczenie u w przekroju 1-1
0,0006
0,0005 —e—inc 1
q) L
c
g 0,0004 - —=—inc 2
@ 0,0003 -
S 0,0002 - inc 4
% 0,0001 — — inc 6
0 —_——————————————3
0 10 20 30 40 50 60
Dystans [y]
Rys. 3.1.8
Przemieszczenie u w przekroju 4-4
0,00045
0,0004 + —e—inc1
2 0,00035 H
c
@ 0,0003 —m—inc 2
§ 0,00025
20,0002 + inc 4
% 0,00015 + inc
a 0,0001 _
0,00005 inc 6
0 — — e . S — —— —m
0 10 20 30 40 50 60
Dystans [y]
Rys. 3.1.9
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Przemieszczeniel w przekroju 5-5

inkrement 6
4e-057
@ ]
c ]
g 3e-05
u 4
Q |
e 2e-051
Q ]
E : /
1e-051
OF " s 8 012 14 16 18 20
Odlegtosé [y]
Rys. 3.1.10
Tabela 3.1
. D Rozwiazanie nieliniowe Rozwigzanie nieliniowe
Rozwigzanie liniowe )
war. brzeg. wg. rys. 3.1 Us.c#0 i Vg.c£0
wD/pah? [-] 0,113876 0,105337 0,113876
2 3,140510° 3,180310 3,1341010°
Ox [N/m?] . : -
-3,1405010 -2,6233010 -3,1404010
& NI 3,809810° 2,3886010° 3,8252110°
-3,8098M10° -4,7754010° -3,7992110°

3.2. Plyta z otworem poddana obagizeniu roztozonemu liniowo wzdhuz
kraw edzi swobodnych

Na plyk przylozono obcazenie roztiaone rownomiernie liniowo wzdiuzewretrznych
krawedzi o intensywnéci g = 15 kN/m. Na rys. 3.2.1-3.2.6 przedstawiomecia ptyty w
przekrojach zaznaczonych na rys. 3.1 otrzymanerodzd analizy geometrycznie nieliniowej
oraz odpowiadage im rozwizanie liniowe klasycznej teorii ptyt. Na rys.3.83722.10 podano
przemieszczenia membranowe v a na rys. 3.2.11-3.2.20 wykresy momentow zgiah
I skrecajgjcych w postaci warstwic. Tabela 3.2 przedstawia maksymalnecogi oraz

napkzeniaog, | ag,.
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Ugiecie krawedzi A-B
0,08 | K
0,025 *\\K\ —e—inc 1
\"\ —m—inc 2
o 002 S N
[&] .
o 0,015 inc 4
= v .
0,01 : EN inc 6
0,005 v — e D EEE AN n
o Ll e e [
0 20 40 60 80 100 120 140 160
Dystans [x]
Rys. 3.2.1
Ugiecie w przekroju 1-1
0,025
—o—inc 1
0,02 - T * *——HK— X
—m—inc 2
2 0,015
(8] .
v inc 4
S 0,01 4
inc 6
0,005 ~ - 2 0 0 = - -
. = = = < = = —*—In
0
0 10 20 30 40 50 60
Dystans [y]
Rys. 3.2.2
Ugiecie w przekroju 2-2
0,025
—e—inc 1
0,02
—m—inc 2
2 0,015
[&] .
oy inc 4
2 0,01
> inc 6
0,005 -
o - —x—In
0 ,45“_4 : : - ]
0 10 20 30 40
Dystans [x]
Rys. 3.2.3
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Ugiecie w przekroju 3-3

0,03
—o—inc 1
0,025 +
0,02 - X\\\ —m—inc 2
(]
©
@ 0,015 -
[@)]
° 0,01 -

\ inc 6
\m —x—1In
:":!\‘

0,005 4 .\.\.\

4
L 4

\\ inc 4
I —

L 2

0
0 10 20 30 40 50 60
Dystans [x]
Rys. 3.2.4
Ugiecie w przkroju 4-4
0,03
—e—inc 1
0,025 ~ e % % ’——— K
—m—inc 2
o 0,02
[&] .
2 0,015 inc 4
=1
0,01 inc 6
0,005 ~ — = - - - =
. = = = = = = —*—In
0
0 10 20 30 40 50 60
Dystans [y]
Rys. 3.2.5
3 Ugiecie w przekroju 5-5
0.028
0.02781
o ]
K3 0.02767
3 ]
'g» ]
D.Dz?df rozw. liniowe
] inkrement 6
0.0272
0 2 4 B 8 10 12 14 16 18 20
Rys. 3.2.6 Odlegtosé [y]
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Przemieszczenie v krawedzi A-B
0,0000025
—e—inc 1
o 0,000002
£ |
N 0,0000015 —=—inc 2
»
(]
£ 0,000001 - inc 4
(0]
N
& 0,0000005 - .
inc 6
0 s —uo——N—N "9 9099 95—
0 20 40 60 80 100 120 140 160
Dystans [x]
Rys. 3.2.7
Przemieszczenie u w przekroju 1-1
0,000004
0,0000035 = —e—inc 1
2 0,000003 -
% 0,0000025 —m—inc 2
@ 0,000002
'g 0,0000015 + inc 4
& 0,000001 - —
0,0000005 inc 6
o —————»—
10 20 30 40 50 60
Dystans [y]
Rys. 3.2.8
Przemieszczenie u w przekroju 4-4
0,000003
, 0,0000025 —e—inc 1
'c
g 0,000002 ~ inc 2
@ 0,0000015
& 0,000001 - Inc 4
& 0,0000005 - - inc 6
0 — |
10 20 30 40 50 60
Dystans [y]
Rys. 3.2.9
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Przemieszczeniel w przekroju 5-5

inkrement. 6
1 507
1e-07
Q ]
[ ]
o S0
ﬁ : _
-g D: ] a 1III' '1'2””1}1'”1'5””1'8'”:?i]
N -Be8
o ]
e07]
1 56071
! Odlegtosé [y]
Rys. 3.2.10
Tabela 3.2
. L Rozwiazanie nieliniowe Rozwigzanie nieliniowe
Rozwiazanie liniowe :
war. brzeg. wg. rys. 3.1 Ugs-c20 i Vg.c20
wD/pa’h” [-] 0,009171 0,009167 0,009173
2 2.46431C¢ 2,747201C° 2,464
ox [N/m7]
-2,46431° -3,59141.¢° -2,46201¢F
2 1,9175(10° 1,921310° 1,9175(10°
gy [N/m?]
-1,91751.0° -1,921310° -1,921110°

Dla przygtego warunku brzegowego w postaci blokady przemg®zu, v i w na obu
przeciwlegtych krawdziach rozwizanie geometrycznie nieliniowe daje mniejsze wéarto
ugie¢ niz rozwiazanie liniowe. Przyczyntego a8 napkzenia membranowe widoczne przy
ugicciach piyty bliskich wartéci 20 % jej grubdci. Schodzce s¢ krawedzie piyty przy
otworze § miejscem koncentracji nagmen. Maksymalne ugcia otrzymano w przekroju 5-5.

Wartasci podano w tabelach 3.1 1 3.2.
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