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A. POLE DEFORMACJI: 

 
Równania pola deformacji: 
 �� � 1�� � 0�� � 3�
 �� � �2�� � 4�� � 5�
 [x10-4 m] �
 � 3�� � 4�� � 2�
 
 

1. Funkcja składowych tensora odkształceń skończonych Lagrange‘a: 
 

��� � 12 � ������ · ������ � ���� 

 ��� � �� · ���� · ���� zapis tensorowy funkcji 

 
1.1. Tensor deformacji Greena: 

 

��� � ������ · ������ 
 ��� � ���,� !���,�  postać macierzowa tensora 

 ���,� �macierz materialnych gradientów deformacji 
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��� � ���,� !���,�  
��� � " 1 0 3�2 4 53 4 2%! " 1 0 3�2 4 53 4 2% � "14 4 �14 32 28�1 28 38% 
 

1.2. Tensor odkształceń skończonych Lagrange‘a: 
 

 ��� � �� · +"14 4 �14 32 28�1 28 38% � "1 0 00 1 00 0 1%, � " 6,5 2 �0,52 15,5 14�0,5 14 18,5% 
 

1.3. Tensor odkształceń skończonych Lagrange‘a w zapisie wskaźnikowym: 
 

��� � 12 · .��,� · ��,� � ���/ 

��� � 12 · �1 · 1 � ��2� · ��2� � 3 · 3 � 1� � 6,5 

��� � 12 · .��,� · ��,� � ���/ 

��� � 12 · �0 · 0 � 4 · 4 � 4 · 4 � 1� � 15,5 

�

 � 12 · .��,
 · ��,
 � �

/ 

�

 � 12 · �3 · 3 � 5 · 5 � 2 · 2 � 1� � 18,5 

��� � 12 · .��,� · ��,� � ���/ 

��� � 12 · �1 · 0 � ��2� · 4 � 3 · 4 � 0� � 2 

��
 � 12 · .��,� · ��,
 � ��
/ 

��
 � 12 · �1 · 3 � ��2� · 5 � 3 · 2 � 0� � �0,5 

��
 � 12 · .��,� · ��,
 � ��
/ 

��
 � 12 · �0 · 3 � 4 · 5 � 4 · 2 � 0� � 14 

 

��� � " 6,5 2 �0,52 15,5 14�0,5 14 18,5% 
 

2. Funkcje składowych tensora odkształceń skończonych Eulera (Almansiego): 
 �� � 1�� � 0�� � 3�
 �� � �2�� � 4�� � 5�
 [x10-4 m] �
 � 3�� � 4�� � 2�
 
 �� � 1�� � 3�
 0 �� � �� � 3�
 

�� � �2��� � 3�
� � 4�� � 5�
 0 �� � � 114 �
 � 12 �� � 14 �� 

�
 � 3��� � 3�
� � 4 �� 114 �
 � 12 �� � 14 ��� � 2�
 0 �
 � 518 �� � 118 �� � 118 �
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�� � �� � 3 � 518 �� � 118 �� � 118 �
� � � 16 �� � 16 �� � 16 �
 

�� � � 114 � 518 �� � 118 �� � 118 �
� � 12 �� � 14 �� � � 1972 �� � 772 �� � 1172 �
 

 

�� � � 16 �� � 16 �� � 16 �
 

�� � � 1972 �� � 772 �� � 1172 �
 

�
 � 518 �� � 118 �� � 118 �
 

 3�� � �� · ��� � &)4&'5 · &)4&'6  tensor odkształceń skończonych Eulera 

 �3� � �� · ���� � �7�� zapis tensorowy 

 
2.1. Tensor deformacji Cauchy‘ego: 

 

7�� � ������ · ������  
 �7� � ���,� !���,�  postać macierzowa tensora 
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2.2. Tensor odkształceń skończonych Eulera: 
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B. POLE PRZEMIESZCZEŃ: 

 
Pole przemieszczeń we współrzędnych materialnych: 
 G� � 2��� � 8��� � 1�
� � 3���� � 4���
 � 5�
�� � 2�� � 4�� � 7�
 � 6 G� � 0��� � 2��� � 4�
� � 3���� � ���
 � 5�
�� � 7�� � 6�� � 2�
 � 0    [x10-4 m] G
 � 2��� � ��� � 3�
� � 4���� � 3���
 � 2�
�� � 0�� � 3�� � 1�
 � 5 
 
1. Funkcje elementów tensora małych odkształceń: 

 �� � �� 
 

H�� � �G���� H�� � 12 · I�G���� � �G����J 

 H�� � G�,� � &K(&)( � 4�� � 3�� � 5�
 � 2 [x10-4 m] 

H�� � G�,� � &KL&)L � �3�� � 4�� � �
 � 6 [x10-4 m] 

H

 � G
,
 � &KM&)M � 2�� � 3�� � 6�
 � 1 [x10-4 m] 

H�� � �� .G�,� � G�,�/ � �� N&K(&)L � &KL&)(O � �� .�16�� � 3�� � 4�
 � 4� � ��3�� � 5�
 � 7�/ � 1,5�� �6,5�� � 4,5�
 � 1,5 [x10-4 m] H�
 � �� .G�,
 � G
,�/ � �� N&K(&)M � &KM&)(O � �� .��2�
 � 4�� � 5�� � 7� � �4�� � 4�� � 2�
�/ � 4,5�� �4�� � 3,5 [x10-4 m] H�
 � �� .G�,
 � G
,�/ � �� N&KL&)M � &KM&)LO � �� .��8�
 � �� � 5�� � 2� � ��2�� � 4�� � 3�
 � 3�/ �4,5�� � 1,5�� � 5,5�
 � 2,5 [x10-4 m] H�� � H�� � H�� � H

 � �4�� � 3�� � 5�
 � 2� � ��3�� � 4�� � �
 � 6� � �2�� � 3�� � 6�
 � 1� �3�� � 4�� � 10�
 � 5  [x10-4 m] 
 

2. Funkcje elementów tensora napręŜeń: 
 
Stałe materiałowe: 
Moduł Younga: 3 � 300,00 �PQ 
Współczynnik Poissona: R � 0,30 
 

� � 32 · �1 � R� � 3000,002 · �1 � 0,30� � 115,385 �PQ 

S � 3 · R�1 � R� · �1 � 2R� � 300,00 · 0,30�1 � 0,30� · �1 � 2 · 0,30� 173,077 �PQ 

 T�� � 2�H�� � SH�� � 2 · 11,5385 · �4�� � 3�� � 5�
 � 2 � � 17,3077 · �3�� � 4�� � 10�
 � 5� �144,231�� � 138,462�� � 288,462�
 � 40,384 [MPa] T�� � 2�H�� � SH�� � 2 · 11,5385 · ��3�� � 4�� � �
 � 6� � 17,3077 · �3�� � 4�� � 10�
 � 5� �17,308�� � 161,539�� � 150,000�
 � 225,000 [MPa] T

 � 2�H

 � SH�� � 2 · 11,5385 · �2�� � 3�� � 6�
 � 1� � 17,3077 · �3�� � 4�� � 10�
 � 5� �98,077�� � 311,539�
 � 109,615 [MPa] T�� � 2�H�� � 2 · 11,5385 · �1,5�� � 6,5�� � 4,5�
 � 1,5� � 34,615�� � 150,000�� � 103,846�
 �34,615 [MPa] 
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T�
 � 2�H�
 � 2 · 11,5385 · �4,5�� � 4�� � 3,5� � 103,846�� � 92,308�� � 80,769 [MPa] T�� � 2�H�
 � 2 · 11,5385 · �4,5�� � 1,5�� � 5,5�
 � 2,5 � � 103,846�� � 34,615�� � 126,923�
 �57,692 [MPa] 
 

3. Składowe sił masowych w punkcie A: 
 
Współrzędne punktu A: 
A=(2; 5; -1) 
 �T����� � �T����� � �T�
��
 � P� � 0 

144,231 � 34,615 � 103,846 � P� � 0 0 P� � �282,692 �UV/X
� 
 �T����� � �T����� � �T�
��
 � P� � 0 

34,615 � 161,539 � ��126,923� � P� � 0 0 P� � �69,231 �UV/X
� 
 �T
���� � �T
���� � �T

��
 � P
 � 0 

103,846 � ��34,615� � 311,539 � P
 � 0 0 P
 � �380,770 �UV/X
� 
 

4. Wartości elementów tensora napręŜeń i odkształceń: 
 �� � 2;  �� � 5; �
 � �1 
 

4.1. NapręŜenia: 
 

�T�� Y � "732,694 749,999 750,001749,999 848,079 219,232750,001 219,232 �5,770 %  �UPQ� 
 

4.2. Odkształcenia: 
 

�H�� Y � "16,000 32,500 21,00032,500 21,000 9,50021,000 9,500 �16,000%  ��10Z[� 
 

5. Wartości i kierunki napręŜeń głównych w punkcie A: 
 T
 � ��T� � ��T � �
 � 0 
 �� � T�� � T�� � T

 �� � 732,694 � 848,079 � ��5,770� � 1575,003 
 �� � \T�� T��T�� T��\ � \T�� T�
T
� T

\ � \T�� T�
T
� T

\ 
�� � \732,694 749,999749,999 848,079\ � ]848,079 219,232219,232 ��5,770�] � ]732,694 750,001750,001 ��5,770�]� 58883,894 � ��52956,086� � ��566729,144� � �560801,336 
 �
 � |T| 
�
 � _732,694 749,999 750,001749,999 848,079 219,232750,001 219,232 �5,770 _ � �265964699,500 
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T
 � 1575,003T� � ��560801,336�T � ��265964699,500� � 0 0 T` � 1804,133 �UPQ� T`` � 286,115 �UPQ� T``` � �515,246 �UPQ� 
 
Sprawdzenie: 
 

a�T�� � T�b�c � T��b�c � T�
b
c � 0T��b�c � �T�� � T�b�c � T�
b
c � 0T
�b�c � T
�b�c � �T

 � T�b
c � 0d 
 b�c� � b�c� � b
c� � 1 
 

T` � 1804,133 �UPQ� 0 a�732,694 � 1804,133�b�� � 749,999b�� � 750,001b
� � 0749,999b�� � �848,079 � 1804,133�b�� � 219,232b
� � 0750,001b�� � 219,232b�� � ��5,770 � 1804,133�b
� � 0 d 
 b��� � b��� � b
�� � 1 0 b
�� � 1 � b��� � b���  

 

a�1071,439b�� � 749,999b�� � 750,001b
� � 0749,999b�� � 1175,286b�� � 219,232b
� � 0b
�� � 1 � b��� � b��� d 0 eb�� � 0,35999b�� � 0,32567b
� � 0,87427d 
 0,35999� � 0,32567� � 0,87427� � 1,03033 f 1 

 

T`` � 286,115  �UPQ� 0 a�732,694 � 286,115�b�� � 749,999b�� � 750,001b
� � 0749,999b�� � �848,079 � 286,115�b�� � 219,232b
� � 0750,001b�� � 219,232b�� � ��5,770 � 286,115�b
� � 0 d 
 b��� � b��� � b
�� � 1 0 b
�� � 1 � b��� � b���  

 

a�303,422b�� � 749,999b�� � 750,001b
� � 0749,999b�� � 342,732b�� � 219,232b
� � 0b
�� � 1 � b��� � b��� d 0 e b�� � 0,47509b�� � �0,85868b
� � 0,19220 d 
 0,47509� � ��0,85868�� � 0,19220� � 0,99998 f 1 

 

T``` � �515,246  �UPQ� 0 a�732,694 � 515,246�b�
 � 749,999b�
 � 750,001b

 � 0749,999b�
 � �848,079 � 515,246�b�
 � 219,232b

 � 0750,001b�
 � 219,232b�
 � ��5,770 � 515,246�b

 � 0 d 
 b�
� � b�
� � b

� � 1 0 b

� � 1 � b�
� � b�
�  

 

a1247,940b�
 � 749,999b�
 � 750,001b

 � 0749,999b�
 � 1363,325b�
 � 219,232b

 � 0b

� � 1 � b�
� � b�
� d 0 eb�
 � �0,80215b�
 � 0,27008b

 � 0,53256 d 
 ��0,80215�� � 0,27008� � 0,53256� � 1,00001 f 1 
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6. Wartości ekstremalne napręŜeń stycznych w punkcie A: 
 

g� � T`` � T```2 � 286,115 � ��515,246�2 � 400,680 �UPQ� 
T� � T`` � T```2 � 286,115 � ��515,246�2 � �114,565 �UPQ� 
 g� � hiZhiii� � �jk[,�

Z�Zl�l,�[:�� � 1159,689 �UPQ� 0napręŜenia ekstremalne 

T� � T` � T```2 � 1804,133 � ��515,246�2 � 644,443 �UPQ� 
 

g
 � T` � T``2 � 1804,133 � 286,1152 � 759,009 �UPQ� 
T
 � T` � T``2 � 1804,133 � 286,1152 � 1045,124 �UPQ� 
 

7. Wartości składowych wektora napręŜeń w punkcie A na płaszczyźnie o wektorze normalnym n: 
 
Współrzędne wektora n: 

m� � 16 � 0,167 

m� � 18 � 0,125 n o1 � m�� � 0,986 

m
 � o1 � m�� � m�� � 0,978 |mpq| � 1 
 r��c� � T�� · bc� 

 r��c� � T��bc� � T��b�� � T�
bc
 r��c� � 732,694 · 0,167 � 749,999 · 0,125 � 750,001 · 0,978 � 949,611 
 r��c� � T��bc� � T��b�� � T�
bc
 r��c� � 749,999 · 0,167 � 848,079 · 0,125 � 219,232 · 0,978 � 445,667 
 r
�c� � T
�bc� � T
�b�� � T

bc
 r
�c� � 750,001 · 0,167 � 219,232 · 0,125 � ��5,770� · 0,978 � 147,011 
 
 Tc � m� · r��c� � 0,167 · 949,611 � 0,125 · 445,667 � 0,978 · 147,011 � 358,070 �UPQ� 
 

gc � osrq�c�s� � Tc� 

srq�c�s� � r��c� · r��c� gc � t949,611� � 445,667� � 147,011� � 358,070� � 996,884 �UPQ� 
 mpq · rq�c� � |mpq| · srq�c�s · uvwx � Tc 0 uvwx � Tcsrq�c�s 
uvwx � 358,070t949,611� � 445,667� � 147,011� � 0,338 0 x � 70°14" 


