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Schemat statyczny 

 

 

 

  

 

 

 

L=1,0m 

q=10 kN/m 

P=2qL=20,0 kN 

 

Wstępne przyjęcie przekroju: 

Stal S235 f=215MPa 

 Przyjmuję schemat belki wolno podpartej obciążonej obciążeniem q. 

� � ����
8 � 10 · 5�

8 � 31,3��� 

� � �� � 313021,5 � 145,5��� 

Przyjęto profil HEA160 o � � 220,1��� � � �� � 1673��� � � 38,8��� 

�� � 3429,65�� · ��   �� � 795400,0�� 

 

 

 

 

3L 3L 

4L 

P 

q 

α 



Metoda przemieszczeń-ujęcie komputerowe 

 

Dawid Pawłowski Strona 2 

 

Podział konstrukcji na elementy 

 

 

 

 

 

 

  

Wprowadzenie przemieszczeń w lokalnych układach współrzędnych 

w poszczególnych prętach. 

• Pręt I 
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Macierz sztywności pręta I (l.u.w.): 

�2%3=
%45

67
77
77
77
8

000000

030330

0000

030330

030330

0000

22

2

22

EIEILEI

EALEAL

EILEILEIL

EIEILEI

EALEAL

−−
−

−
−

−

9:
::
::
::
;
 

�2%3=

67
77
77
77
8

000000

0312,820558,411312,820

0000,1590800000,159080

0558,4110790,2057558,4110

0312,820558,411312,820

00000,15908000000,159080

−−
−

−
−

−

9:
::
::
::
;
 

Macierz transformacji pręta I: 

<% � => 00 >? 
> � @ �'! $% !"# $% 0&!"# $% �'! $% 00 0 1A 

 

<% �
67
77
77
78

100000

06,08,0000

08,06,0000

000100

00006,08,0

00008,06,0

−

−

9:
::
::
:;

 

<%B �
67
77
77
78

100000

06,08,0000

08,06,0000

000100

00006,08,0

00008,06,0

−

−

9:
::
::
:;

 

 
 
 
 
 
 
 



Metoda przemieszczeń-ujęcie komputerowe 

 

Dawid Pawłowski Strona 4 

 

Τransformacja macierzy sztywności do globalnego układu sztywności: 

 �%3 � <%B · �2%3 · <% 

 

 

�%3 �
67
77
77
77
8

000000

03101840,83276318,8902-246,9348-7101781,56776397,9098-

076318,8902-57321,4797329,2464-76397,9098-57216,1203

0246,9348-329,2464-2057,7900246,9348329,2464

03101840,832-76318,8902246,93483101840,83276318,8902-

076318,890257321,4797-329,246476318,8902-57321,4797

9:
::
::
::
;
 

 

 

 
• Pręt II 

 
 

 

 

 

 

 

 

$�� 0° 

 

Macierz sztywności pręta II (l.u.w.) : 

�2�3=
%45

67
77
77
77
8

2

22

22

330030

330030

0000

000000

330030

0000

EILEILEIL

EILEIEI

EALEAL

EILEIEI

EALEAL

−
−−

−

−
−

9:
::
::
::
;
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Ze względu na fakt, iż $�� 0° 

�2�3 � ��3 

a więc: 

��3=

67
77
77
77
8

650,3429217,114300217,11430

217,1143072,38100072,3810

00333,26513300333,265133

000000

217,1143072,38100072,3810

0033,26513300333,265133

−
−−

−

−
−

9:
::
::
::
;
 

 

• Pręt III 

 

 

 

 

 

 

 

 !"# $�� 1,0 

�'! $�� 0,0 

Macierz sztywności pręta III (l.u.w.): 

�2�3=
%45

67
77
77
77
8

22

22

22

22

460260

61206120

0000

260460

61206120

0000

EILEILEILEIL

EILEIEILEI

EALEAL

EILEILEILEIL

EILEIEILEI

EALEAL

−
−−−

−
−
−

−

9:
::
::
::
;
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�2�3=

67
77
77
77
8

650,3429120,12860825,1714120,12860

12,1286059,643012,1286059,6430

00000,19885000000,198850

825,171412,12860650,342912,12860

12,1286059,6430120,1286059,6430

00000,19885000000,198850

−
−−−

−
−
−

−

9:
::
::
::
;
 

Macierz transformacji pręta I: 

 

<� �
67
77
77
78

100000

001000

010000

000100

000001

000010

−

−

9:
::
::
:;

 

<�B �
67
77
77
78

100000

001000

010000

000100

000001

000010

−

−

9:
::
::
:;

 

 
 
 
Τransformacja macierzy sztywności do globalnego układu sztywności: 

 ��3 � <�B · �2�3 · <� 

 

��3 �
67
77
77
77
8

650,34290120,1286825,17140120,1286

0000,19885000000,1988500

120,12860059,643120,12860059,643

825,17140120,1286650,34290120,1286

0000,19885000000,1988500

120,12860059,643120,12860059,643

−
−

−
−

−
−−−

9:
::
::
::
;
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Agregacja macierzy sztywności: 

 

 

 

D �

67
77
77
77
77
77
77
78

010000000000

01000000000

00100000000

0003000,68592170,11431200,12862170,11430000

0002200,11430700,19923100720,3810000

0001200,128603920,16577603330,265133000

0002170,11430720,38109043,10222218902,76318000

00000330,2651338900,763188127,322454000

00000000100

00000000010

00000000001

−−
−−
−−

−−
−−

9:
::
::
::
::
::
::
:;
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Wektor sił węzłowych: 

 

 

EF �
kN













































0

0

0

0

0,20

0

0

0

0

0

0

 

 

• Wektor sił przywęzłowych dla pręta I: 

 

 

 

 

  

 

 

 

  

 

G2%F �
kN

kN

kNm

kN

kN



























−
−
−
−
−

00,12

00,12

00,20

00,20

00,12

 

 

 

Q=10,0kN/m 38 10 · 0,8 · 4 � 12,00�� 

10 · 0,6 · 4 · 0,5 � 12,00�� 

(* 10 · 0,8 · 4 �20,00kN 

18 10 · 4� � 20,00�� · � 

10 · 0,6 · 4 · 0,5 � 12,00�� 
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Transformacja G2%F do G%F 

G%F � <%B · G2%F 

 

G%F �
kN

kN

kNm

kN

kN



























−
−
−
−

40,2

80,16

00,20

40,2

20,23

 

 

Wektor wszystkich sił przywęzłowych: 

GF � kN

kN

kNm

kN

kN













































−
−
−
−

0

0

0

0

0

0

40,2

80,16

00,20

40,2

20,23

 

Wektor sił E � EF & GF 

E �
kN

kN

kN

kNm

kN

kN













































−

−

0

0

0

0

00,20

0

40,2

80,16

00,20

40,2

20,23
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Po uwzględnieniu warunków brzegowych: 

E �
kN

kN

kN













































−

0

0

0

0

00,20

0

40,2

80,16

0

0

0

 

Układ równań algebraicznych ma postać: 

D · � � E 
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67
77
77
77
77
77
77
78

10000000000

01000000000

00100000000

000300,6859217,1143120,1286217,11430000

000217,1143072,1992310072,3810000

000120,12860389,2657760333,265133000

000217,1143072,3810904,102221890,76318000

00000333,265133890,76318813,322454000

00000000100

00000000010

00000000001

−−
−−
−−

−−
−−

9:
::
::
::
::
::
::
:;

· =













































11

10

9

8

7

6

5

4

3

2

1

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q













































−

0

0

0

0

00,20

0

40,2

80,16

0

0

0
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Po rozwiązaniu układu równań: 

 

rad

m

m

rad

m

m

m

m

rad

m

m

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q













































=













































0

0

0

0,001014

0,000129

0,015710

0,011720

0,015743

0

0

0

11

10

9

8

7

6

5

4

3

2

1

 

 

• Wektor przemieszczeń elementu pierwszego: 

HI �
JKK
L
KKM

5

4

3

2

1

q

q

q

q

q

NKK
O
KKP �

JKK
L
KKM

011720,0

015743,0

0

0

0

NKK
O
KKP

m

m

rad

m

m

 

Transformacja wektora �% do lokalnego układu współrzędnych: 

�/% � <% · �% 

HQI �
JKK
L
KKM

5

4

3

2

1

~

~

~

~

~

q

q

q

q

q

NKK
O
KKP �

JKK
L
KKM

019626,0

0000698,0

0

0

0

NKK
O
KKP

m

m

rad

m

m

 

 

Wektor sił przywęzłowych pręta pierwszego w lokalnym układzie współrzędnych: 

R2% � �2% · �/% S G2%F 
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R% �
JKL
KM

21

21

12

12

12

~

~

~

~

~

T

N

M

T

N

NKO
KP �

JKL
KM

10,3841002-

0,827216-

228,0794597-

21,6158998-

23,172784-

NKO
KP

kN

kN

mkN

kN

kN

⋅  

• Wektor przemieszczeń elementu drugiego 

 

HQT � HT �
JKK
L
KKM

10

9

8

7

6

~

~

~

~

~

q

q

q

q

q

NKK
O
KKP �

JKK
L
KKM

0,000996

0,000129

0,015669

0,011783

0,015702

NKK
O
KKP

rad

m

m

m

m

 

Wektor sił przywęzłowych pręta drugiego w lokalnym układzie współrzędnych: 

R2� � �2� · �/� 

 

 

 

 

 

I 

1 

2  

<2%� 

�U%� 

�U%� 

�U�% 

<2�% 
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R� �
JKL
KM

32

32

32

23

23

~

~

~

~

~

M

T

N

T

N

NKO
KP �

JKL
KM

16,73898

5,57966-

8,7494-

5,579657

8,7494

NKO
KP

mkN

kN

kN

kN

kN

⋅

 

 

• Wektor przemieszczeń elementu trzeciego: 

HV �
JK
KL
KK
M

11

10

9

8

7

6

q

q
q

q

q

q

NK
KO
KK
P

�
JK
KL
KK
M

0

0
0

0,000996

0,000129

0,015669

NK
KO
KK
P

rad

m
m

rad

m

m

 

Transformacja wektora �� do lokalnego układu współrzędnych: 

�/� � <� · �� 

HQV �

JK
KK
L
KKK
M

16

15

14

13

12

11

~

~

~

~

~

~

q

q

q

q

q

q

NK
KK
O
KKK
P

�
JK
KL
KK
M

0
0

0
0,000996

0,01567-

0,000129

NK
KO
KK
P

rad

m

m

rad

m

m

 

 

 

 

�U�� 

3,0m 

2 
II �U�� 

3 

<2�� 
<2�� 

�U�� 
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Wektor sił przywęzłowych pręta trzeciego w lokalnym układzie współrzędnych: 

R2� � �2� · �/� 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

R� �
JK
L
KM

43

43

43

34

34

34

~

~
~

~

~

~

M

T
N

M

T

N

NK
O
KP �

JK
L
KM

18,445-

8,79567
25,5793-

16,7378-

8,79567-

25,57926

NK
O
KP

mkN

kN
kN

mkN

kN

kN

⋅

⋅  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3 

4 �U�� 

<2�� 

III 

<2�� 

�U�� 

�U�� 

�U�� 
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28,079 18,445 

16,738 

16,739 

8,425 

1,901 1,755 

1,622 

2,099 

1,623 

M 

[kN· �W 

S21,616 

&5,580 

S8,796 

-10,384 
3,378 

1,622 

T 

[kNW 
+ 

- 

- 

&5,580 

+ 

S8,796 

S23,173 

&8,749 

&25,579 

-0,827 4,950 

0,050 

N 

[kNW 
+ 

- 

- 

&8,794 

- 

&25,579 
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Sprawdzenie : 

• Węzeł 2 

 

 

  

  

 

 

 

ΣY � 0,827 · 0,6 S 10,384 · 0,8 & 8,749 Z 0,00�� 

Σ[ � 0,827 · 0,8 & 10,384 · 0,6 S 5,580 Z 0,00�� 

Węzeł w równowadze 

 

• Węzeł 3 

 

 

  

  

 

 

 

ΣY � 8,794 & 8,796 Z 0,00�� 

Σ[ � 5,580 S 20,000 & 25,579 Z 0,00�� 

Σ� � 16,739 & 16,738 � 0,00�� · � 

Węzeł w równowadze 

 

 

8,749�� 

5,580 

10,384 

0,827 

25,579kN 

5,580�� 

8,794�� 

20,000�� 

8,796kN 

16,739 �� ·m 

16,738 �� ·m 


