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1. WSTEP

1.1. Temat pracy

Praca przedstawia analistatyki, dynamiki i stateczdoi ptyt cienkich w ugciu metody
elementow brzegowych (MEB) z wykorzystaniem nowsfpsmutowania warunkow brzegowych.
Metoda elementow brzegowych naledo gatzi metod komputerowych i jest obok metody

elementow skiczonych (MES) giéwnym nagdziem wykorzystywanym w analizie konstrukciji.

1.2. Wprowadzenie do metody elementéw brzegowych @&B)

Metody komputeroweasdzisiaj podstawowym nagdziem stizacym do rozwazywania wielu
ztozonych problemow z dziedziny mechaniki. Budowanie iwensalnych algorytméw
numerycznych pozwala uwzglnic dowolny ksztalt analizowanej struktury jak i wakun
brzegowe.

Metoda elementéw brzegowych rozwija i ostatnich latach bardzo dynamicznie. Wigj
zalet, jest wzgkdna prostota formutowania i rozygywania skomplikowanych zagadni¢eorii
potencjatu, teorii speystasci oraz analizy i optymalizacji konstrukcjizynierskich. W zadaniach
przestrzennych, dyskretyzacji ulega zwykle powikrea ciata, a w zadaniach ptaskich jego brzeg,
co zmniejsza o e wymiar problemu.

Do wyprowadzenia rowna catkowych opisujcych zadanie, niezbna jest znajomig
rozwigzania podstawowego (fundamentalnego). Jest onaebasdznym pogciem stosowanym
w MEB, ktéremu meéna nada sens fizyczny.

Metoda elementéw brzegowych nie wymaga znacznegmist dyskretyzacji i daje mtwosé
obliczania odpowiednich calek brzegowych w sposdaialityczny. Jej podstawy ‘aia
si¢ z klasyczn teor potencjatu opisanprzez Kelloga [30]. Jaswon [26], Symm [56], Jaswon
i Ponter [27] zastosowali réwnania catkowe w statych zagadnieniach potencjalnych,
a Kupradze [31] iMichlin [35] wprowadzili wielowyrarowe osobliwe réwnania catkowe
do zada brzegowych teorii sgeystasci. Prace te stworzyly teoretycgrnpodstaw metody
brzegowych rowna catkowych. Mata populardé tej metody wynikata poatkowo z braku
odpowiednich nargzi obliczeniowych stiacych do rozwizywania daych uktadow rowna
algebraicznych, ktére budujeesprzez skaczenie wymiarow aproksymae zada opisanych
wyzej wymienionymi rownaniami.

Powszechne zastosowanie elektronicznej technikczdniiowe] w drugiej potowie XX wieku

sprawito,ze metody numeryczne, a w tym MEB, zélgzsic intensywnie rozwija. Nazwe metody
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wprowadzili do literatury naukowej Banerjee i Butield [3] oraz Brebbia i Dominguez [8]
w 1977 roku.

Zainteresowanie MEB stalo ¢sintensywniejsze, gdy stwierdzono jej ¢k$zy skuteczné
i doktadna¢ niz metody elementow skozonych w zadaniach badaych wptyw ksztattu brzegu
oraz warunkéw brzegowych na rozganie problemu.

Metoda elementéw brzegowych rozwela sk dwugakziowo, co zwizane jest ze sposobem
formutowania brzegowych réwna catkowych. W podégiu tzw. bezpérednim, zadanie
formutowane jest wprost za pompaevielkosci fizycznych takich jak przemieszczenia i sity.
Podegcie parednie pozwala sformutowazadanie brzegowe dla funkcji nie mp@jch znaczenia
fizycznego, z ktérych wyznaczaegposzukiwane wielki.

Rozwigzanie brzegowych réwnacatkowych przedstawia zwykle el trudndci. Przybliza sk
wieCc meto@ rozwigzania, ktora polega na dyskretyzacji brzegu i wadeeniu skaczonej liczby
elementéw brzegowych. Wzdlkazdego elementu funkcje brzegowe aproksymujezaipomog
wartasci weztowych i funkcji interpolacyjnych zwanych funkcjanksztattu. Rezultatem jest
otrzymanie ukiadu skwzonej liczby rowna algebraicznych. MEB unitiwia wprowadzenie
elementu o statym rozkitadzie wielad brzegowej, tzn. elementu typu ,constans”. Jest t
najprostszy, bardzo popularny i efektywny typ elatuestosowany w analizie numerycznej.
Umozliwia on obliczenie odpowiednich catek brzegowychsposob analityczny. Element typu
,constans” lgdzie stosowany w pracy.

Pewra niedogodnécia kolokacyjnej wersji MEB jest niesymetryczny uklabwnaa
algebraicznych. Biac jednak pod uwagmazliwosci obliczeniowe dzisiejszych komputerdw,
cecha ta nie jest znama wady. Inna wyrdzniajaca cecly MEB jest wysgpowanie funkcji
majacych osobliwéé. Nalezy wtedy dokoné& obliczania calek. Pewnym akceptowanym
rozwigzaniem tego problemu jest nieosobliwe formutowabreegowych réwna catkowych.
Takie podejcie kedzie zastosowane w pracy.

Budupc ukiad réwna algebraicznych, niezbne jest wykonanie catkowania po obszarze
obcigzenia (powierzchni lub objosci). Takie obliczenia mmna sprowadzi do catkowania
po brzegu obszaru olgenia, co przedstawili Hartley i Abdel-Akher [1].

Metoda elementéw brzegowych ma ugruntowane podstaatgematyczne i stataesbardzo
efektywnym nargdziem mechaniki komputerowej. Ma zastosowanie dadazaliniowych
i nieliniowych, aproksymowanych jako przyrostowonidiwe, np. nieliniow& warunkéw
brzegowych, ktéra ma miejsce w przypadkucagw jednostronnych. Wymaga zwykle

dyskretyzacji brzegu ciata i daje doktadniejsze ikiyniz metoda elementéw skozonych przy
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tym samym stopniu dyskretyzacji, co jest dogodnecdaviazywania zadé z duzymi gradientami
napezen.

Rozwigzania fundamentalne stosowane w MEBadajazliwos¢é analizy zada dla obszaréw
nieskaczonych lub pétnieskiczonych (np. ptyta spoczywagia na podtou spezystym [4, 9, 32,
62], drgania ptyty w érodku cieczy [22]) bez potrzeby wprowadzania satych granic.

Metock elementow brzegowych nmwa wykorzystywa rowniez do problemow o bardziej
ztozonym charakterze. Beskos, pasiusie aparatem MEB do rozwzania problemu dynamiki
w ukfadach niespgystych [6].

Rashed, Aliabadi i Brebbia zastosowali w pracy [4d@rdziej ziaone podejcie, tzw.
sformutowanie mocno osobliwe (hypersingular forniol®). Do wyprowadzenia catkowych
rownax brzegowych stosujegwtedyn-te pochodne funkcji.

Ogolm teore metody elementow brzegowych opisat w sposob basdepegotowy Burczski
[10]. Rozwhzania fundamentalne dla dyskretnych uktadéw jedmoiagowych (struna i belka)
oraz uktadow dwuwymiarowych (siatka, tarcza i rusmtyprowadzili Pawlak, Rakowski
i Wielenetejczyk [39-46]. Kamiki [28] wykorzystat MEB do rozwizaywania problemoéw

mechaniki stochastycznej.

1.3. Analiza ptyt w ujeciu analitycznym i metody elementow brzegowych

W dziedzinie analizy piyt, za fundamentalne ngleuizn& prace Timoshenki [58, 59],
Girkmanna [18], Nowackiego [37] i dzkowskiego [29], a talke prace Ganowicza [16], ktory
jako pierwszy podat rozwranie fundamentalne dla phgredniej grubéci. Rozwhzanie to
wykorzystali Okupniak i Sygulski [38] do nieosobégo sformutowania zadania statyki piyt
Reissnera w gfiu MEB.

Sformutowanie catkowe zginania ptyt wyprowadzilsden i Maiti w 1968 roku [25]. Altiero
i Sikarskie w 1978 roku [2] zaproponowali padig parednie MEB w analizie aginania piyty.
W 1978 roku podégie bezpérednie zaprezentowali Bezine i Gamby [7], a rokméj Stern [51].
Debbih [13, 14] dokonat poréwnania efektywooMEB i MES oraz przeprowadzit poréwnanie
teorii ptyt cienkich z teosi ptyt sredniej grubéci.

W 1990 roku Shi [50] wykorzystat MEB do analizy diigi statecznéci ptyt ortotropowych.
Autor wprowadzit w obgbie piyty dodatkowe wewstrzne punkty kolokacji, w ktorych
poszukiwanymi wielkéciami byty przemieszczenia i krzywizny. ldentyczmelefcie zastosowali
Xiao [62] oraz Chucheepsakul i Chinnaboon [12] emgdc zginanie piyt spoczywaggych na
podiazu sprzystym.
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Beskos [5] wykorzystat MEB w analizie dynamiki phg Wen, Aliabadi i Young [60] oraz
Tanaka, Matsumoto i Shiozaki [57] zastosowali MEBlymamice ptyt cienkich z uwzglnieniem
pekania. Chang-jun zastosowat brzegowe rownania wvadk§ll] do rozwazania problemu
statecznéci ptyt z perforad.

Liu [34] zaproponaowat aparat MEB do rozwania zadania powtokicdacej ztazeniem kilku
powierzchni ptytowych.

Zmodyfikowary teork ptyt cienkich w ugciu MEB zaprezentowat El-Zafrany, Debbih i Fadhil
[63]. Autor wprowadzit dodatkowe niewiadome na lgugtyty w postaci momentu siajacego
i odpowiadagcego mu stycznegoata obrotu. Fizyczne warunki brzegowe w analizigykigptyt
cienkich w ugciu MEB zaproponowali Guminiak, Okupniak i Sygul$RD]. Sformutowanie to,
byto wyjsciowym do wyprowadzenia brzegowych rouviraatkowych opisujcych zadanie zginania
piyty cienkiej spoczywapej na podtau spezystym [21, 24], dynamiki ptyt zanurzonych w cieczy
[22] oraz w analizie stateczém pocatkowe] ptyt [23]. Analiz ptyt spoczywajcej nha podporach
stupowych w uiciu MEB przeprowadzit Rashed [48].

Problematylk dynamiki ptyt w ugciu analitycznym w §rodku cieczy zajmowali siMontero
de Espinosa i Gallego-Juarez [36], Fu i Price [bBhz Liang, Liao, Tai i Lai [33]. Nad
podobnymi zagadnieniami wgqgiu MEB, majcymi zastosowanie w analizie przekry
ciggnowych i ich wspotpracy z otaczaym powietrzem pracowat Sygulski [52-55]. Pracsttdy
si¢ podstaw do sformutowania zadania drfgawvtasnych piyty zanurzonej w cieczy, ktore

przedstawiono w rozprawie.

1.4. Cel pracy

Rozprawa stanowi rozszerzenie klasycznej wiedzyadatej statyki, dynamiki i stateczia
ptyt cienkich. Gtownym jej celem jest sformutowanmadania zginania ptyty bez potrzeby
postugiwania si wielkosciami, ktére stia jedynie do uzgodnienia liczby niewiadomych zdem
rébwnania raniczkowego ptyty. Nowe sformutowanie jest elementergginalnym i bazuje na
fizycznych warunkach brzegowych. Rozprawa ma rowma celu sprawdzenie nieosobliwego
podegcia MEB. Takie sformutowanie z uwagi na znaczneogpczenie algorytmu obliczgjest
bardzo dogodne do analizy wielorakich zadaapcych zastosowanie ignierskie. W pracy
ograniczono si do zagadni@ liniowo spekzystych w ramach teorii matych odksztaice
i przemieszcze Zadanie zginania piyty spoczywegj na podieu spezystym z wegzami
jednostronnymi rozwizano iteracyjnie, eliminag reakcje w¢zow, w ktérych wystpito

odrywanie.
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1.5. Oméwienie tréci rozprawy

Rozprawa podzielona jest na osiem rozdziatow. BWfwszym, dokonano wprowadzenia do
metody elementow brzegowych oraz przedstawionogideprac naukowych z zakresu analizy
piyt i samej metody.

Rozdziat drugi péwigcony jest statyce ptyt. Przytoczono liczne przyktadumeryczne
i porownano rezultaty oblichez rozwazaniami analitycznymi. Na wiekszuwag zastuguje
analiza wraliwosci rozwiazania na parametr odsgaia punktu kolokacji od elementu
brzegowego oraz analiza ukych ptyt mostowych.

W rozdziale trzecim zaprezentowano zadania stapfid spoczywajcych na podporach
stupowych, w tym piyty ukénej mostowej. Poparto je odpowiednimi przyktadammmerycznymi
i zweryfikowano na podstawie znanych rozzan analitycznych i MES.

Rozdziat czwarty pawigecono analizie zginania ptyty spoczywegj na podiau spezystym
typu: Winklera i poiprzestrzeni sprystej. Otrzymane wyniki poréwnano z innymi, rownie
uzyskanymi metoglelementéw brzegowych.

Rozdziat paty zawiera analig dynamiki ptyt, w tym ukénej ptyty mostowej oraz godne uwagi
zadania z zakresu dynamiki ptyt zanurzonych w gie€zs$¢ zada zweryfikowano na podstawie
znanych rozwgzan analitycznych.

W rozdziale sz6stym rozegaano zadanie stateczed poczitkowej ptyt. Dokonano weryfikaciji
uzyskanych rozwazan poréwnujc je z wynikami znanymi z literatury.

Rozdziat sibdmy stanowinioski kaacowe oraz szczegétowe podsumowanie pracy.

W rozdziale 6smym umieszczono spis literatury zeajiey széédziesit trzy pozycje uznane

przez autora za wae w studiach nad omawianym problemem.



