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2.1. CAŁKOWE SFORMUŁOWANIE  ZADANIA STATYKI  

W większości prac dotyczących zastosowania MEB w teorii płyt cienkich wprowadza się 

w brzegowych równaniach całkowych wielkości znane z klasycznej teorii płyt, tj. zastępczą siłę 

poprzeczną na brzegu płyty i siły skupione w jej naroŜach (Rys.1a). Na brzegu płyty rozwaŜa się 

dwie wielkości statyczne; zastępczą siłę poprzeczną nV , moment zginający nM  oraz dwie 

wielkości geometryczne: ugięcie bw  i kąt obrotu nϕ . Brzegowe równania całkowe wyprowadza 

się stosując twierdzenie o wzajemności prac Bettiego. RozwaŜa się dwie płyty: nieskończoną, 

obciąŜoną jednostkową siłą skupioną oraz rzeczywistą, pod obciąŜeniem p(y) (Rys.1a).  
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Rys. 1a. Wielkości występujące w brzegowych równaniach całkowych 

x = x (x1, x2) − punkt źródłowy 
y = y (x1, x2) − punkt obserwacji  

Pierwsza grupa sił  (płyta nieograniczona) 

Druga grupa sił  (płyta rzeczywista) 



M. Guminiak  - Analiza płyt cienkich metodą elementów brzegowych... 

 
 

15

Brzegowe równania całkowe będą miały postać:  
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Drugie równanie (2.2) otrzymuje się, zastępując jednostkową siłę skupioną ** 1=P  jednostkowym 

momentem skupionym ** 1=nM . Jest to równowaŜne zróŜniczkowaniu pierwszego równania 

całkowego (2.1) względem współrzędnej n w punkcie x płyty. Równanie to ma postać: 
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Niniejsze opracowanie prezentuje nieco inne podejście, bez potrzeby posługiwania 

się wielkościami, które w klasycznej teorii słuŜą do uzgodnienia liczby zmiennych brzegowych 

z rzędem równania róŜniczkowego płyty. Na brzegu płyty rozwaŜa się trzy wielkości statyczne: 

siłę poprzeczną nT , moment zginający nM  i moment skręcający nsM  oraz trzy wielkości 

geometryczne: ugięcie bw , kąty obrotu nϕ  oraz sϕ . Spośród tych wielkości, tylko dwie naleŜy 
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traktować jako niewiadome. Brzegowe równania całkowe wyprowadza się podobnie jak 

w  sformułowaniu klasycznym (równania: 2.1 i 2.2) wykorzystując twierdzenie o wzajemności 

prac Bettiego. RozwaŜa się dwie płyty: nieskończoną, obciąŜoną jednostkową siłą skupioną oraz 

rzeczywistą, pod obciąŜeniem p(y) (Rys.1b).  
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Rys. 1b. Wielkości występujące w brzegowych równaniach całkowych 

 

Pierwsza grupa sił  (płyta nieograniczona) 

Druga grupa sił  (płyta rzeczywista) 

x = x (x1, x2) − punkt źródłowy 
y = y (x1, x2) − punkt obserwacji  
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W rezultacie otrzymuje się równanie całkowe w postaci: 
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jednostkowym momentem skupionym ** 1=nM . Jest to równowaŜne zróŜniczkowaniu pierwszego 

równania całkowego (2.3) względem współrzędnej n w punkcie x płyty. Równanie to ma postać:  
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W pierwszych pochodnych funkcji podstawowych występujących w równaniach (2.2) i (2.4) 

rezygnuje się zwykle z członów związanych z obrotem płyty jako ciała sztywnego. Dyskretyzacji 

brzegu płyty dokonano stosując elementy typu „constans”. W celu wyeliminowania całek 

osobliwych, punkt źródłowy został nieznacznie odsunięty na zewnątrz obszaru płyty [19, 20] 

(wtedy współczynnik 0)( =xc ). 
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2.2. WARUNKI BRZEGOWE 

W niniejszym podrozdziale zostaną przedstawione brzegowe równania całkowe odpowiadające 

trzem rodzajom warunków brzegowych. 

2.2.1. Brzeg utwierdzony 

Warunki brzegowe: 

0,0,0,0 ==== nssnb Mw ϕϕ          (2.5) 

 

 

Rys. 2. Wielkości niewiadome na brzegu utwierdzonym 

Niewiadomymi wielkościami są: siła poprzeczna nT  i moment zginający nM (Rys.2). Brzegowe 

równania całkowe mają postać: 
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2.2.2. Brzeg podparty swobodnie 

Warunki brzegowe: 

          0,0,0,0 ==== nssnb MMw ϕ           (2.7) 

 

Rys. 3. Wielkości niewiadome na brzegu podpartym swobodnie 

Niewiadomymi wielkościami są: siła poprzeczna nT  i kąt obrotu w kierunku normalnym 

do brzegu nϕ (Rys.3). Brzegowe równania całkowe mają postać: 
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2.2.3. Brzeg swobodny 

Warunki brzegowe: 

0,0,0 === nsnn MMT            (2.9) 

 

 

Rys. 4. Wielkości niewiadome na brzegu swobodnym 
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WyraŜenia (2.12) i (2.13) stosuje się dla węzłów połoŜonych na początku i na końcu krawędzi 

swobodnej. 

 

      

      Rys. 5. Kąt obrotu styczny do elementu na brzegu swobodnym 
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quasi-diagonalnymi macierzy charakterystycznej oblicza się analitycznie (Rys. 6b). Pozostałe całki 

oblicza się numerycznie stosując metodę Gaussa (Rys. 6c).  
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Rys. 6a. Oznaczenia stosowane przy obliczaniu całek macierzy charakterystycznej 

 

        

  Rys. 6b. Oznaczenia stosowane przy obliczaniu analitycznym całek macierzy charakterystycznej  
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           ∫
− +

⋅=⋅
2/

2/
224

2d

d
in

d

d
dsT

i δπ
           (2.29) 

            ∫
−

=⋅
2/

2/

0
d

d
is dsT

i
.              (2.30) 

PowyŜsze całki obliczono za pomocą programu Maple. 

Całki brzegowe funkcji podstawowych nie będące elementami quasi-diagonalnymi oblicza się 

metodą Gaussa: 

      )(
2

)(
2

)(I
1

j

1

1
j

m

j

b

a

fW
d

df
d

dssf ηηη ⋅⋅=⋅⋅=⋅= ∑∫∫
=−

    j = 1, 2, 3... m   (2.31) 

gdzie m jest liczbą punktów Gaussa, Wj jest wagą  j-tego punktu, a jη odciętą  j-tego punktu. 

Funkcje podstawowe są wyraŜone we współrzędnych iO , in , is . Dlatego wszystkie współrzędne 

punktów Gaussa przeliczane są do tych współrzędnych: 

      ( ) ( ) ( ) ( )( ) j
a

i
b

i
a

i
j

i nnnn η⋅−+= ,   ( ) ( ) ( ) ( )( ) j
a

i
b

i
a

i
j

i ssss η⋅−+= , 

gdzie ( )a
in , ( )a

is , ( )b
in  , ( )b

is  są współrzędnymi początku i końca elementu w układzie iO , ni , si. 

           

     Rys. 6c. Obliczanie całek brzegowych macierzy charakterystycznej metodą Gaussa 

Całki oblicza się w układzie współrzędnych iO , in , is związanym z i-tym elementem brzegowym. 

Następnie naleŜy dokonać transformacji tak obliczonych całek do układu kO , kn , ks : 

ni 

si 

nk 

sk 

punkty Gaussa 

a 

b 

Obszar płyty 

i  

punkt źródłowy 
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             nssnnnn cc
iik
⋅+⋅= ∗∗∗ ϕϕϕ           (2.32) 

          nsnnsnnssnnnn ccMcMcMM
iiiik

⋅⋅⋅+⋅+⋅= ∗∗∗∗ 222      (2.33) 

          ( ) [ ]22
nsnnsnnsnnnssn ccMccMMM

iiiikk
−⋅+⋅⋅−= ∗∗∗∗      (2.34) 

              nssnnnn cTcTT
iik
⋅+⋅= ∗∗∗           (2.35) 

 

2.3.2. Obliczanie całek wektora prawej strony  

 Budując wektor prawej strony zwany inaczej wektorem obciąŜenia (Rys. 7), naleŜy dokonać 

całkowania odpowiednich funkcji podstawowych po obszarze obciąŜenia [1]. Jeśli obciąŜenie 

rozłoŜone jest liniowo, naleŜy wykonać całkowanie po odpowiedniej krzywej wzdłuŜ której działa. 

W przypadku, gdy obciąŜenie występuje w postaci siły skupionej, naleŜy obliczyć wartość 

odpowiedniej funkcji podstawowej w punkcie przyłoŜenia tej siły. 

      ni

si

i

i-1

i+1

k

sk

nk

k-1

k+1

 

Rys. 7. Oznaczenia stosowane przy obliczaniu całek wektora prawej strony 

2.3.2.1. Obliczanie całek wektora prawej strony dla obciąŜenia rozłoŜonego na powierzchni 
płyty  

ObciąŜenie ciągłe zostało przedstawione w formie wielokąta (Rys. 8a i 8b). W wielokącie tym 

przyjęto stały charakter obciąŜenia p = const. Odpowiednie całki przyporządkowane wektorowi 

wyrazów wolnych mają postać: ∫
Ω

∗ Ωdwp  oraz ∫
Ω

∗
Ωdwp . Całki powierzchniowe obliczone 

Obszar płyty  p(y) 

pΓ 

ΩΩΩΩ P 

F 

F 

F 

δ 

punkt źródłowy 
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zostały na drodze analitycznej, z wykorzystaniem sposobu całkowania zaproponowanego w pracy 

[1]. Całkę po powierzchni wieloboku  moŜna przedstawić następująco:  

          PL1P34P23P12L...3,2,1 I...IIII ++++=         (2.36)   

   

       

  Rys. 8a i 8b. Obliczanie całek wektora prawej strony od obciąŜenia  p = const. rozłoŜonego na  
       powierzchni płyty [1] 

 

Wzory całkowe wyprowadzono dla elementów wielokąta, których numeracja węzłów wzrasta 

lewoskrętnie. 

 Całkowanie funkcji fundamentalnej ∗w  po brzegu obciąŜenia: 
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 Całkowanie funkcji fundamentalnej 
∗

w  po brzegu obciąŜenia: 

         ( )∫ ∫ ∫
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π
     (2.38a) 

         ( ) ( )[ ]ijij ntwnnw
p

dwp ,cosI,cosI
D4 21 ⋅+⋅⋅
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=Ω∫

Ω

∗

π
    (2.38b) 
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 ( ) ( )[ ]1112112212
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1 66ln6ln688
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I EΨEΨRZRZZZ
E

w ⋅⋅+⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅−⋅−⋅⋅−=    (2.39b) 

           ( ) jj

E
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n
E
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jjj dndttntw
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1 1
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       ( ) ( )[ ]2
1

2
2

2
22

2
11

1
2 55ln6ln6

36
I ZZRRRR

E
w ⋅−⋅+⋅⋅−⋅⋅⋅−=      (2.40b) 

Przyjęto oznaczenia:   

 2
1

2
1

2
1 EZR += ,  2

1
2
2

2
2 EZR += ,  








=

1

1
1 arctan

E

Z
Ψ ,  








=

2

2
2 arctan

E

Z
Ψ    j = 1, 2, 3... L 

2.4. OBLICZANIE UGI ĘCIA PŁYTY  

Rozwiązanie układu równań pozwoliło określić odpowiednie wielkości brzegowe. MoŜna 

wówczas, bazując na tym samym całkowym równaniu brzegowym (2.3) obliczyć ugięcie 

w dowolnym punkcie obszaru płyty (punkt kolokacji znajduje się teraz wewnątrz obszaru płyty), 

współczynnik 1)( =xc . Do obliczania wartości ugięcia wykorzystuje się wyprowadzone wcześniej 

odpowiednie całki brzegowe, całki po powierzchni obciąŜenia Ω oraz całki po krzywej dla 

obciąŜenia rozłoŜonego liniowo.  
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     Rys. 9a i 9b. Oznaczenia stosowane przy obliczaniu ugięcia w punkcie K  
           od wielkości brzegowych i obciąŜenia 

Ugięcie płyty moŜna przedstawić jako sumę ugięcia od wielkości brzegowych (Rys. 9a) 

i obciąŜenia (Rys.9b): 

             ( ) ( )pwww += X             (2.41a) 

 Bezpośrednio, stosując równanie pracy wirtualnej (2.3) moŜna zapisać: 
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  (2.41b) 

a po dyskretyzacji na elementy brzegowe:  
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    (2.41c) 

gdzie le jest liczbę elementów brzegowych i Lp jest liczbą obciąŜeń ciągłych rozłoŜonych 

na powierzchni płyty. Całkowanie odpowiednich funkcji brzegowych odbywa się w przesuniętym, 

globalnym układzie współrzędnych K2K1K ,,O xx . Tak obliczone całki brzegowe transformuje się 

do lokalnego układu współrzędnych kkk sn ,,O , związanego z k-tym elementem. 

K K x1K 

x2K 
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x1 
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nk sk 

 p(y) 
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2.5. OBLICZANIE K ĄTÓW OBROTU W PŁYCIE  

Do obliczenia kąta obrotu naleŜy wykorzystać wyprowadzone wcześniej całkowe równanie 

brzegowe (2.3). Równanie to naleŜy zróŜniczkować jednokrotnie po współrzędnej ix . Punkt 

kolokacji jest połoŜony wewnątrz obszaru płyty, wiec współczynnik 1)( =xc . W kaŜdym punkcie 

płyty oblicza się dwie wartości kąta obrotu względem układu współrzędnych K2K1 ,, xxO .  

Do obliczeń moŜna wykorzystać wyprowadzone wcześniej odpowiednie całki brzegowe, całki 

po powierzchni obciąŜenia Ω oraz całki po krzywej dla obciąŜenia rozłoŜonego liniowo. Kąt 

obrotu moŜna przedstawić jako sumę (Rys.9a i 9b): 

             ( ) ( )p
iii xxx ϕϕϕ += X    i = 1, 2      (2.42a) 

 Stosując równanie pracy wirtualnej moŜna zapisać: 
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  (2.42b) 

a po dyskretyzacji elementami brzegowymi: 
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   (2.42c) 

gdzie le jest liczbę elementów brzegowych i Lp jest liczbą obciąŜeń ciągłych rozłoŜonych 

na powierzchni płyty. Analogicznie jak w podrozdziale 2.4., całkowanie odpowiednich funkcji 

brzegowych odbywa się w globalnym układzie współrzędnych K2K1K ,,O xx . Tak obliczone całki 

brzegowe transformuje się do lokalnego układu współrzędnych kkk sn ,,O , związanego z k-tym 

elementem. Wzory na pierwsze pochodne funkcji podstawowych w układzie współrzędnych 

21,,O xx  zamieszczono w załączniku Z.3.  

Do obliczeń odpowiednich całek brzegowych moŜna wykorzystać równania (2.41a), (2.41b) 

i (2.41c) podstawiając w miejsce funkcji podstawowych pierwsze pochodne tych funkcji po 
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współrzędnej 1x  lub 2x . Całki po powierzchni obciąŜenia moŜna obliczyć analogicznie do 

sposobu przedstawionego w podrozdziale 2.3.2.1., z tym, Ŝe naleŜy uwzględnić we wzorach 

(2.38a) i (2.38b) człon związany z obrotem płyty jako bryły sztywnej. 

Mając obliczone kąty obrotu płyty w kierunku xϕ  i kierunku yϕ  moŜna znaleźć kąt obrotu 

płyty w dowolnym kierunku.   

2.6. OBLICZANIE MOMENTÓW ZGINAJ ĄCYCH I MOMENTU SKR ĘCAJĄCEGO  
   W PŁYCIE  

W teorii płyt cienkich, momenty zginające są opisane wzorami: 
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a moment skręcający: 
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∂−−=         (2.45) 

gdzie ( )21, xxw  jest funkcją ugięcia płyty w punkcie o współrzędnych 21, xx . 

W równaniach (2.43), (2.44) i (2.45) występują drugie pochodne ugięcia ( )21, xxw . WiąŜe się to 

z  dwukrotnym zróŜniczkowaniem odpowiednich funkcji podstawowych występujących 

w  całkowym równaniu brzegowym (2.3):   
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 Wzory na drugie pochodne funkcji podstawowych w układzie współrzędnych 21,,O xx  

zamieszczono w załączniku Z.4.  
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Moment zginający moŜna podzielić na człon związany z wielkościami brzegowymi oraz 

na człon związany z obciąŜeniem: 

            ( ) ( )pMMM
iii xxx += X   i = 1, 2      (2.46)  

Moment skręcający moŜna wyrazić podobną zaleŜnością: 

            ( ) ( )pMMM xxxxxx 212121
+= X          (2.47) 

 Człon wzorów (2.46) i (2.47) związany z wielkościami brzegowymi moŜna obliczyć stosując 

metodę całkowania numerycznego Gaussa. Do obliczeń zastoswano kwadraturę 

dwunastopunktową. Odpowiednie całki brzegowe oblicza się w układzie współrzędnych 

K2K1K ,,O xx  (Rys. 9a). Tak obliczone całki transformuje się do lokalnego układu współrzędnych 

kkk sn ,,O , związanego z k-tym elementem, podobnie jak miało to miejsce podczas budowy 

macierzy charakterystycznej. Do obliczeń odpowiednich całek brzegowych moŜna wykorzystać 

równania (2.41a), (2.41b) i (2.41c) podstawiając w miejsce funkcji podstawowych drugie 

pochodne tych funkcji po współrzędnej 1x  lub 2x . 

W następnej kolejności naleŜy obliczyć człon wzorów (2.46) i (2.47) związany z obciąŜeniem 

(Rys. 9b). W przypadku obciąŜenia rozłoŜonego w sposób ciągły na powierzchni płyty, oblicza się 

całki powierzchniowe z iloczynu obciąŜenia i drugiej pochodnej funkcji podstawowej ugięcia: 
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gdzie:  ( )11 ,cos xnc j=  i ( )22 ,cos xnc j= . 

 Po obliczeniu momentów zginjących 
1x

M , 
2xM  i momentu skręcającego 

21xxM , dokonując 

odpowiedniej transformacji, moŜna obliczyć momenty zginające i moment skręcający względem 

dwóch dowolnych osi obróconego układu współrzędnych.   
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2.7. PRZYKŁADY OBLICZE Ń 

Obliczenia przeprowadza się dla płyt o róŜnym kształcie i róŜnych warunkach brzegowych. 

Brzeg płyty podzielony jest na elementy typu „constans” o równej długości. Całki quasi-

-diagonalne macierzy charakterystycznej oblicza się analitycznie, a pozostałe numerycznie, 

wykorzystując dwunastopunktową kwadraturę Gaussa.  

W celu uproszczenia oznaczeń przyjęto, Ŝe oś 1x  odpowiada osi x , a oś 2x  odpowiada osi y  

globalnego układu współrzędnych. 

W podrozdziałach 2.7.1. - 2.7.5. rozwaŜane jest klasyczne zadanie statyki płyty prostokątnej 

o róŜnych warunkach brzegowych. Wyniki obliczeń przedstawione są w wielkościach 

bezwymiarowych i porównanie są z rozwiązaniami analitycznymi, znanymi z klasycznej teorii płyt 

[58]. Przeprowadza się równieŜ analizę wpływu bezwymiarowego parametru odsunięcia punktu 

kolokacji ε  od brzegu płyty na rozwiązanie (ugięcie i momenty zginające).    

W podrozdziale 2.7.6. rozwaŜane jest zadanie płyty mostowej skośnej, podpartej swobodnie 

na dwóch przeciwległych krawędziach i obciąŜonej równomiernie. Wyniki obliczeń porównane 

są  z  rozwiązaniami empirycznymi [49] i numerycznymi uzyskanymi metodą elementów 

skończonych.  

 W podrozdziale 2.7.7. rozwaŜane jest zadanie płyty kołowej utwierdzonej na obwodzie 

i obciąŜonej siła skupioną w środku. Wyniki obliczeń porównane są z rozwiązaniem analitycznym 

przedstawionym w pracy [58].  

       


