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2.1. CALKOWE SFORMULOWANIE ZADANIA STATYKI

W wigkszasci prac dotycacych zastosowania MEB w teorii ptyt cienkich wpralza s¢
w brzegowych réwnaniach catkowych wiefkd znane z klasycznej teorii piyt, tj. zestz sike
poprzecza na brzegu ptyty i sity skupione w jej naezh (Rys.1a). Na brzegu ptyty rozimask
dwie wielkasci statyczne; zagpcz sitlg poprzecza V,, moment zginacy M, oraz dwie
wielkosci geometryczne: ugtie w, i kat obrotu ¢,. Brzegowe réwnania catkowe wyprowadza
si¢ stosujc twierdzenie o wzajemioi prac Bettiego. Rozwa st dwie ptyty: nieskaczon,
obciazona jednostkow sita skupiory, oraz rzeczywist pod obcizeniemp(y) (Rys.1a).

Pierwsza grupa sit (ptyta nieograniczona)
X1

W -ugigcie
Xo /IM
X3 ///

R (K) -sita skupiong//
wnarcu §-~_

Vn* -zastpcza sit
poprzeczna

¢n* -kat obrotu
w kierunkt n

Druga grupa sit (ptyta rzeczywista)

M, -moment zginajcy

X3

R (K) -sita skupiona
wnarczu  §

n4
poprzeczna

@n -kat obrotu
w kierunkt n

X =X (X1, X2) — punktzrédtowy
y =V (X1, X2) — punkt obserwac

Rys. 1a. Wielkéci wystepujace w brzegowych réwnaniach catkowych
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Brzegowe réwnania catkowedn miaty posté:

K
) () + [V (v, T, () = M (v, 0 @, )] (I (y) - > Rk x) k) =
r =1

K
= [ M) W (1,0 - M ) B v 0 B () ~X Rl () + (2.1)
r =1
+ [ ply) ' (y,X) HQ(Y)
Q

2
gdzie w*(y,x):%;—ln(r) jest rozwizaniem podstawowym (funkcj Greena) réwnania
T

biharmonicznegdl*w’ (y,x) = %E(y -X), r= |y - x| , agjest delg Diraca oraz

c(x) =1, kiedyx jest potaony wewrtrz obszaru ptyty,
c(x) = 0.5, kiedyx jest potazony na brzegu gtadkim piyty,

c(x) =0, kiedyx jest potaony na zewatrz obszaru piyty.

Drugie réwnanie (2.2) otrzymujeesizastpujac jednostkow site skupion, P* =1" jednostkowym
momentem skupionymM . =1". Jest to réwnowae zré&niczkowaniu pierwszego réwnania

catkowego (2.1) wzgbem wspotrzdnejn w punkciex ptyty. ROwnanie to ma posta

p— PR— K —_—
c(x) B, (x) + [ [Vn(y,x) Wy (y) =M n(y, X) Dpn(y)} [ (y) —kz R (k,x) k) =
r =1

—_— —_ K —
=| [vn (y) W (y,%) =M (y) Dﬁn(y,xﬂ r(y) -2, R(k, x) W (k) + (2.2)
r =1
+ [ ply) G (y,X) [@Q(y)
Q
gdzie:

(Vo070 R X (0 (1,005 9.0) =

—L * * O * x N :
~ on(x) Vi (10, M 3 7,50, R 37 (k.50 (10,5, 9)

Niniejsze opracowanie prezentuje nieco inne pwiej bez potrzeby postugiwania
sie wielkosciami, ktére w klasycznej teorii sta do uzgodnienia liczby zmiennych brzegowych
z rzedem réwnania riniczkowego ptyty. Na brzegu plyty rozwaa sk trzy wielkasci statyczne:

sitg poprzecza T,, moment zginacy M, i moment skgcajcy M, oraz trzy wielkaci

geometryczne: ugcie w,, katy obrotu ¢, oraz ¢.. Sparod tych wielkdci, tylko dwie naley
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traktowa jako niewiadome. Brzegowe roOwnania catkowe wypmrxea s¢ podobnie jak
w sformutowaniu klasycznym (réwnania: 2.1 i2.2ykearzystupc twierdzenie o wzajemusoi

prac Bettiego. Rozwa st dwie piyty: nieskaczom, obcihzong jednostkow sita skupiory oraz
rzeczywist, pod obcizeniemp(y) (Rys.1b).

Pierwsza grupa sit (ptyta nieograniczona)

X1 \ﬁ
. P=1" M, -moment zginaicy
w -ugiqcm ————— /n
X
? X3 ///
S

¢S* -kat obrotu {

/o
/Mps -moment

w kierunkus \\ y Squcaja‘(;y
n e n
4" kat obrotu _\/\ T, -sita poprzeczna
w kierunkun
Druga grupa sit (ptyta rzeczywista)
X M, -moment zginajcy
/ "
Xo X3

@s-kat obrotu

M s -moment
w kierunkus

skrecapcy

@, -kat obrotu T, -sita poprzeczna
w kierunkt n

X =X (X1, X2) — punktzrodiowy
Yy =V (X1, X2) — punkt obserwac

Rys. 1b. Wielkéci wystepujace w brzegowych réwnaniach catkowych
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W rezultacie otrzymuje sirdbwnanie catkowe w postaci:
c(x) Dw(x) +I[T§ (Y, X) D, (y) = Mo (Y, X) @, (Y) = M (Y, %) Dlfs(y)] Ldr (y) =
r

= I[Tn (Y) W (y,X) = M () [, (Y, X) = Moo (y) s (y,X)] [ar(y) + (2.3)
!

+ [ ply) W' (y,X) HQ(Y)
Q

2
gdzie W*(y,x):%;—ln(r) jest rozwizaniem podstawoweym (funkcjGreena) réwnania
7T

biharmonicznegdl*w’ (y,x) = %E(y -x), r=|y-x i Jjest dely Diraca oraz

c(x) =1, kiedyx jest potaony wewrtrz obszaru ptyty,
c(x) = 05, kiedyx jest potaony na brzegu gtadkim piyty,
c(x) =0, kiedyx jest pot@ony na zewstrz obszaru ptyty.
Drugie réwnanie (2.4) otrzymuje esizastpujac jednostkow site skupiom P =1
jednostkowym momentem skupionym:, =1". Jest to réwnowae zré&niczkowaniu pierwszego

réownania catkowego (2.3) wzglem wspotrzdnejn w punkciex ptyty. ROwnanie to ma posia

o(X) B, (x) + [ [ﬁ (v, X) T, (y) = M n(y, X) @B, () = M ns(y, X) Dﬁs(y)] [ (y) =
I
= [Tn (v, X) W (y,X) = M, (y) BB, (v, X) = M o () @L(y,x)} [l (y) + (2.4)
J

+ [ py) W (y,x) HQ(Y)
Q

gdzie:

|— %

(75,0, M (5,0, My, 0. 90,8054 9,00] =

0

=01 (10 Mo XM X0, X000, 60,0}
00

W pierwszych pochodnych funkcji podstawowych wpsijacych w rownaniach (2.2) i (2.4)
rezygnuje si zwykle z cztondw zwizanych z obrotem piyty jako ciata sztywnego. Dyskracji
brzegu ptyty dokonano stogugj elementy typu ,constans”. W celu wyeliminowaniatek
osobliwych, punktzrodiowy zostal nieznacznie odsetyi na zewntrz obszaru piyty [19, 20]

(wtedy wspotczynnike(x) = O
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2.2. WARUNKI BRZEGOWE

W niniejszym podrozdziale zostaprzedstawione brzegowe réwnania catkowe odpowdadaj

trzem rodzajom warunkéw brzegowych.

2.2.1. Brzeg utwierdzony

Warunki brzegowe:
w,=0 ¢,=0 ¢.=0, M =0 (2.5)

s

M

Th

Rys. 2. Wielkdci niewiadome na brzegu utwierdzonym

Niewiadomymi wielk@ciami s sita poprzecznd,, i moment zginajcy M ,(Rys.2). Brzegowe

rownania catkowe majposta:

([T &) T (v,) =M () @5 (v, 30T () + [ p(y) T (y, %) [@Q(y) = 0
r Q

. - . (2.6)
I[Tn () (y,x)-M n(y)ﬂﬁn(y,X)} [@r (y) + [ p(y) v (y,x) @Q(y) =0
r Q
2.2.2. Brzeg podparty swobodnie
Warunki brzegowe:
(2.7)

Rys. 3. Wielkdci niewiadome na brzegu podpartym swobodnie

Niewiadomymi wielkdciami s sita poprzecznal,, i kat obrotu w kierunku normalnym

do brzegug,, (Rys.3). Brzegowe rownania catkowe mppsté:
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(=M v, B, )]t (v) = [ [T, ) W (v, 9] () + [ ply) B (v, ) @(y)
r r Q

- . e (2.8)
J[ Mo 0m,0) @) = [ T.0) W (.20 | @)+ [ pe) W (v ()
r r Q
2.2.3. Brzeg swobodny
Warunki brzegowe:
T,=0, M,=0, M, =0 (2.9)

Rys. 4. Wielkdci niewiadome na brzegu swobodnym

Niewiadomymi wielkdciami s: katy obrotu w kierunku normalnyng, i stycznym ¢ oraz
ugigcie w, (Rys.4). Poniewarelacja pomidzy ¢.i w, jest znanag, =aaﬂ, rozwaa st jedynie
S

dwa niezalene parametryw, oraz ¢,. Brzegowe réwnania catkowe majosté:

| [T: (¥, %) T, () =M (Y, X) [, (y) =M ‘;—VSV (y)} [ (y) = [ ply) ' (., x) [Q(y)
r Q

(2.10)
[ [fn(y,x) W, (Y) = M n (Y, X) wn(y)—ﬁns‘;—vsv(y)} [ (y) = [ ply) v (y,x) [Q(y)
r Q

W obydwu réwnaniach,% mazna oblicz¢ budupc iloraz r@&nicowy przy uyciu trzech

0sS

-

sasiednich wztéw (Rys. 5):

0 :%(Wt()iﬂ) —WL'l) (2.11)
= 1 3 i— i 1 i+

i :E(_EW‘S 1) +2Wk()) - 1)) (2.12)
& :%(%wg‘l) —2w) +gwt(j+1)J (2.13)
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Wyrazenia (2.12) i (2.13) stosujegsdla weztow potazonych na pocgku i na kaicu krawedzi

swobodnej.

i-1 i i+1

| | | | “~—

! ! ! ! >

—a “~—
S I —_—

Rys. 5. I§t obrotu styczny do elementu na brzegu swobodnym

Funkcje podstawowe podangw uktadzie wspotrgdnych O;, n,, S, zwiazanym z elementem

brzegowym i odnosg sic bezpdrednio do rowna (2.6), (2.8) i (2.10). Wzory funkgciji

zamieszczono w zgdznikuZ.1.1.i Z.1.2.

2.3. BUDOWA UKLADU ROWNA N ALGEBRAICZNYCH

Po dyskretyzacji brzegu piyty na elementy, malebudow& ukiad réwna, w ktorym

niewiadomymi leda odpowiednie wielkéci brzegowe:
GIX=F (2.14a)

Jezeli ptyta ma brzeg swobodny, to rownanie (2.14aymaczapisé nastpujaco:

Wingh

gdzie G jest macierz catek brzegowychX jest wektorem niewiadomych brzegowycliijest
wektorem obcizenia. Taka postardwnania (2.14b) wynika z uwzginienia rowna réznicowych

(2.11), (2.12) i (2.13). Wtedyaky obrotu ¢, sa dodatkowymi niewiadomymi zadania.

2.3.1. Obliczanie catek macierzy charakterystycznej

Budujpc macierz charakterystyczmalezry wykon& catkowania z danego elementu po brzegu
piyty (po kolejnych elementach brzegowych). Catknigavykonuje s w uktadzie wspoétrednych
O, n, 5 zwiazanym zi-tym elementem, a naginie dokonuje si transformacji tak obliczonych

wielkosci do uktadu @ ny, s« zwiazanego zK-tym) elementem (Rys. 6a). Catkidace elementami
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guasi-diagonalnymi macierzy charakterystycznejazialis¢ analitycznie (Rys. 6b). Pozostate calki

oblicza s¢ numerycznie stosgg metod¢ Gaussa (Rys. 6¢).

k+1

Obszar piyty

punktzrodiowy

Rys. 6a. Oznaczenia stosowane przy obliczaniu caselierzy charakterystycznej

Obszar piyty

Rys. 6b. Oznaczenia stosowane przy obliczanilitarenym catek macierzy charakterystycznej

Catki quasi diagonalneasvyrazone wzorami:

d/2
(WPt =—=—[-725%d (n(2) + 365%d (407 + d?)- 4852 +
N 57607 0D

(2.15)

+9653arctg(%%j ~ 603 n(2) + 3d° (407 + d2)- 20°]

d/2 1

[ ¢l tals = —%5{— 2d (n(2)+d (n (462 +d?)-d + 45@rct§(%ﬂ (2.16)

-d/2
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d/2
j¢§ms1:o

-d/2

d/2 1 d
[My) s =——[— 2d In(2) + d On(45% + d2)-d +85mrctg{—j+
“dr2 8 20

- 2v,d [In(2) + v,d [In (457 +d2)+vpd]

d/2 1 d
[Mm s :——[— 2d On(2) + d On(45 + d?)+d +85@rctg(—j +
_d12 8 20

- 2v,d In(2) + v,d [In (452 + dz)—vpd]

d/2
[My s =0

-d/2

d/2
[ T,/ mds = 1arctg(ij
iz T 20

d/2
ITSDms =0
-d/2

d/2—|:| 1 2 2 d
[ Wi tdls = -——| - 2d in(2) + d n(48? + d?)- 2d + 45 tarctd —
87D 25

-d/2

deED s = -—— | -2d n(2)+ d (452 + d?)- 2d +85mrctg{ij
"N T D 20

-d/2

di2_
[ ¢, s =0
-d/2
an__ VO [t -5 + 4arctg{2ddj52 + arctg{zdéjd2
[ Mn g ==0 =
d/2 40° +d
i/ S -v, o0 + 4vparctg{dj52 + vparctg(djd2
' s = Lo 26 26
) n 45% +d?

-d/2

dr2__
I M ns []ﬂﬁ =0

-d/2

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)
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d/2 _ 2 d
[ Tnlls ==B——— (2.29)
_d/2 T 4% +d
d/2_
[Ts s =0. (2.30)
-d/2

Powyzsze catki obliczono za pomgprogramu Maple.

Calki brzegowe funkcji podstawowych niedace elementami quasi-diagonalnymi oblicza si
metod, Gaussa:
d m

0 d ¢ .
jf(s)ms=Efo(q)mn:2 > W, If(7;) j=1,2,3.m (231)
a -1 j=1

gdziem jest liczky punktow Gaussay jest wag j-tego punktu, a; odckta j-tego punktu.
Funkcje podstawoweasvyrazone we wspotranych O; , n;, s . Dlatego wszystkie wspokdne

punktéw Gaussa przeliczangdo tych wspoétrzdnych:

gdzie ni(a), s(a), ni(b) ,s(b) s wspotrzdnymi pocatku i konca elementu w uktadzi®, , n;, s.

punkty Gaussa

j
Obszar piyty

Nk

punktzrodiowy

.

Rys. 6¢. Obliczanie catek brzegowych macietmgrakterystycznej metadsaussa

Calki oblicza st w uktadzie wspotrgdnych O, , n;, s zwiazanym zi-tym elementem brzegowym.

Nastpnie naley dokon& transformacji tak obliczonych catek do ukta@y , n,, s, :
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Do = On [Ty + @ (B (2.32)

My =M/ &5 +MJ 85 +2M ¢ [&,, (& (2.33)
My = (MY -M ) M -2 234
Ty =T Wy + T4 (€ (2.35)

2.3.2. Obliczanie catek wektora prawej strony

Budupc wektor prawej strony zwany inaczej wektorem ebenia (Rys. 7), naly dokona
catkowania odpowiednich funkcji podstawowych po zayge obcizenia [1]. Jéli obciazenie
roztozone jest liniowo, naley wykona catkowanie po odpowiedniej krzywej wzdtlktorej dziata.
W przypadku, gdy obgrenie wys¢puje w postaci sity skupionej, nale obliczy¢ wartas¢

odpowiedniej funkcji podstawowej w punkcie przigémia tej sity.

k+1 p(y) Obszar piyty

Pr
S
| |
|
k-1

Rys. 7. Oznaczenia stosowane przy obliczaniu cabtora prawej strony

2.3.2.1. Obliczanie catek wektora prawej strony dlabciazenia roztazonego na powierzchni
plyty

Obcizenie cagte zostato przedstawione w formie wiedtk (Rys. 8a i 8b). W wielakcie tym

przyjcto staly charakter obgieniap = const. Odpowiednie catki przypadkowane wektorowi

wyrazéw wolnych maj posta: ijDdQ oraz ijdeQ. Catki powierzchniowe obliczone
Q Q
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zostaty na drodze analitycznej, z wykorzystaniemwsspu catkowania zaproponowanego w pracy

[1]. Catke po powierzchni wieloboku nioa przedstawinastpujaco:

1231 =lpiatlpaztlpgst . tlpy (2.36)

Rys. 8ai 8b. Obliczanie catek wektora prawej strod obcyzenia p = const. roztéonego na
powierzchni ptyty [1]

Wzory catkowe wyprowadzono dla elementow wiekak ktorych numeracja ¢ztow wzrasta

lewosketnie.

Catkowanie funkcji fundamentalnej” po brzegu obaienia:

J

N‘,""\J,\‘

(02 +t2)an{ o7 +7 ), con (2.37a)

E,
pjwia ="
Q 0

]

E ]

8D;DD 144[[[12[7_2 {22 +30E2)mn(R,)-12Z, ({72 +3(E2)un(R,) + 0370)

-70Z3 +722-33[Z, [E? +33[Z, [E? + 24[E} [V, - 24[E} E‘Pl]

pfwdQ =
Q
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Catkowanie funkcji fundamentalma_.\\]D po brzegu obarenia:

Zz

EE,
. 0
piw dQ = %£ j n Enn(,/n +t )mt [ein; (2.38a)
E"
n)+iwmodt n) (@380
_  EE’
wi=[ [ n El]n(w/nj2 +tj2)Edtj ein, (2.39a)
0z,
E

o 2
lwy = —%[ﬂsuzz -8, -6Z,0n(R,)+6(Z, On(R,) -6, [E, +6[P, [F,| (2.39h)

Zz

_ EE
wz = [ [t EI]n(,/nj2 +tj2)ﬁjtj ein, (2.40a)
o%nj
lwp = —%EﬁGEﬂn(Rl)ERf -60n(R,)R? +5[Z2 —5[212] (2.40b)

Przygto oznaczenia:

Z Z .
RE=ZZ+E}f, RE=ZZ+EZ, ¥, = arctarEglJ, p, = arcta{E—zj j=1,2,3.L
1 2

2.4. OBLICZANIE UGI ECIA PLYTY

Rozwigzanie uktadu rowna pozwolito okréli¢ odpowiednie wielkéci brzegowe. Mana
woéwczas, bazgg na tym samym catkowym réwnaniu brzegowym (2.3)icalpé¢ ugiecie
w dowolnym punkcie obszaru piyty (punkt kolokaajiapduje st teraz wewantrz obszaru ptyty),
wspotczynnikc(x) = 1 Do obliczania wartéei ugiecia wykorzystuje s wyprowadzone wczaiej
odpowiednie catki brzegowe, catki po powierzchniciabenia Q oraz catki po krzywej dla

obchzenia roztiaonego liniowo.
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X1 X1

X2

Rys. 9a i 9b. Oznaczenia stosowane przy aliczugécia w punkcie K
od wielkéci brzegowych i obaizenia

Ugiccie plyty mana przedstawi jako sume ugiccia od wielkdci brzegowych (Rys. 9a)
i obciazenia (Rys.9b):

w = w{X)+w(p) (2.41a)

Bezpdarednio, stosujc rownanie pracy wirtualnej (2.3) mua zapisé&

W) = = [ [T 7,30 T, () = M (3,3 T, () = M (30 TBo(y)] T (y) +
r
+| [T, ) TV (1,30 = M () B (5,00 - M, ) B2y, 9| Er )+ (2.41b)
!

+ [ p(y) W (y,x) [©Q(y)
Q

a po dyskretyzacji na elementy brzegowe:

le le le
wix, %) = =S W) O T, + Y g% fmiar, + > g o m L, +
k=1 i k=1 M k=1 My

(2.41c)

le le Lp

YT gwidr, - > mM¥ g grar, +> pOjwhde
k=1 I k=1 r 1=1 Q
gdzie le jest liczlz elementéw brzegowych ip jest liczla obchzen ciagtych roziaonych
na powierzchni ptyty. Catkowanie odpowiednich fupkeczegowych odbywa siw przesurngtym,

globalnym uktadzie wspoétezinych O, , X« , Xo« - Tak obliczone catki brzegowe transformuje si

do lokalnego uktadu wspokdnych O, ,n,, S, , zZwihizanego x-tym elementem.
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2.5. OBLICZANIE K ATOW OBROTU W PLYCIE

Do obliczenia kta obrotu naley wykorzystd wyprowadzone wczZaiej catkowe rownanie

brzegowe (2.3). Réwnanie to najezrazniczkowa jednokrotnie po wspoétednej x,. Punkt
kolokaciji jest potaony wewntrz obszaru piyty, wiec wspotczynnié(x) =1. W kazdym punkcie

ptyty oblicza s dwie wartdci kata obrotu wzgidem uktadu wspotegdnych O, X , Xo -

Do obliczéh mazna wykorzysta wyprowadzone wczaiej odpowiednie catki brzegowe, calki
po powierzchni obaienia Q oraz catki po krzywej dla obgienia roztaonego liniowo. Kt

obrotu mana przedstawijako sung (Rys.9a i 9b):

Py =Py (Y)+¢)§(p) i=1,2 (2.42a)

Stosujc rownanie pracy wirtualnej nina zapisé&

_ ¢loms oMY M 1
Py (X) = l_ax (Y, X) D, (y) ox (v, X) [, (y) a—xi(y,X)Dﬁs(y)_ [dr(y) +

+
1 —_—
I 1

T ) e () =M ) L2 (7,30 = M () 25 y,) A )+ (2420)

+ [ pty) £ v, ()
Q X;

a po dyskretyzacji elementami brzegowymi:

*
le

oT, le oM ;] le M s
Py (%.%,)= Z '[Ox dr +Z¢r(1k) DIWdFHZﬂk) D_[Wdrk"'

k=1 rk i k=1 i k=1 M 20

ZT Dj—drk Izelvl q%¢“drk+zp Dj—dQ
k=1

r I

(2.42c)

gdzie le jest liczlz elementéw brzegowych bip jest liczly obchzen ciagtych roziaonych
na powierzchni piyty. Analogicznie jak w podrozdei@.4, catkowanie odpowiednich funkciji
brzegowych odbywa siw globalnym uktadzie wspotgdnych O, , X, , X« - Tak obliczone cafki
brzegowe transformuje sido lokalnego uktadu wspokdnych O, ,n,,s,, zwihizanego zk-tym
elementem. Wzory na pierwsze pochodne funkcji mvdstvych w ukiladzie wspétezinych

O, x;, X, zamieszczono w zg@znikuZ.3.

Do obliczeéx odpowiednich catek brzegowych vma wykorzystéa réwnania (2.41a), (2.41b)
i (2.41c) podstawiar w miejsce funkcji podstawowych pierwsze pochodyeh funkcji po
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wspotrzdnej x;, lub x,. Catki po powierzchni obgienia mana oblicz¢ analogicznie do

sposobu przedstawionego w podrozdzidl8.2.1, z tym, ze naley uwzgkdni¢ we wzorach

(2.38a) i (2.38b) czton zwrany z obrotem piyty jako bryly sztywnej.

Majac obliczone kty obrotu ptyty w kierunkug, i kierunku ¢, mazna znale¢ kat obrotu

ptyty w dowolnym kierunku.

2.6. OBLICZANIE MOMENTOW ZGINAJ ACYCH | MOMENTU SKR ECAJACEGO
W PLYCIE

W teorii ptyt cienkich, momenty zgingje s opisane wzorami:

o (0PwW(x, %) . 0Pw(xg, %)
Mxl(xl,xz)——D[ axiz 24y, axiz 2 (2.43)
*w(x,%,) . 92W(x;, X,)
a moment skicajcy:
02w(x,, X
M x, (%, %,) = —D(l—vp)% (2.45)

gdzie vv(xl, xz) jest funkcy ugigcia ptyty w punkcie o wspotezinych xg, X, .
W réwnaniach (2.43), (2.44) i (2.45) wygptlja drugie pochodne uggia vv(xl, xz). Wiaze sk to
z dwukrotnym  zréniczkowaniem odpowiednich funkcji podstawowych wpsijacych

w catkowym réwnaniu brzegowym (2.3):

02 * * * * *
67{1—” (Xl’ Xz)’ M n(Xl’ X5 ) M nS(X1’ Xz)' WD(Xla X2)!¢n(xli X2)!¢s (Xl’ X5 )}
1

_z{Tr: (Xl’ Xz)’ M (Xl’ X5 ) M r:s(xl’ Xy ) WD(Xla X2)1 ?, (X1’ X5 ) @, (Xl’ X5 )}

0 2
0X%,0X,

{Tr: (le Xa )' M ;(le Xa )' M ;s(xll Xz)’ WD(Xll Xz)’¢; (Xll Xz)’¢; (le Xa )}

Wzory na drugie pochodne funkcji podstawowych wadkie wspoétrgdnych O, X, X,

zamieszczono w zgdznikuZ.4.
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Moment zginagicy mazna podziek na czion zwjzany z wielk@ciami brzegowymi oraz

na czton zwizany z obcjzeniem:
My =M, (X)+M, (p) i=1,2 (2.46)

Moment skecajacy mazna wyrazé podobm zaleznoicia:

M s, =M e, (X)+ M () (2.47)

Czion wzoréw (2.46) i (2.47) zazany z wielkdciami brzegowymi mzna obliczy stosujc
metod catkowania numerycznego Gaussa. Do obficzezastoswano  kwadratur
dwunastopunktow Odpowiednie catki brzegowe oblicza¢sw ukladzie wspohdnych

Oy, Xk » Xk (Rys. 9a). Tak obliczone caiki transformuje do lokalnego uktadu wspotdnych
O,,n.,S., zwihizanego zk-tym elementem, podobnie jak miato to miejsce padcbudowy

macierzy charakterystycznej. Do obliazedpowiednich catek brzegowych oma wykorzystéa
rownania (2.41a), (2.41b) i (2.41c) podstawtajw miejsce funkcji podstawowych drugie

pochodne tych funkcji po wspokdnej x, lub X, .

W nastpnej kolejndci nalezy obliczy¢ czton wzordw (2.46) i (2.47) zezany z obcizeniem
(Rys. 9b). W przypadku ohgienia roztaonego w sposéb gty na powierzchni ptyty, obliczaei

catki powierzchniowe z iloczynu olagenia i drugiej pochodnej funkcji podstawowej ¢gia:

aZWD 02 O 2 O
pI Pl

dQ oraz pj
0 0°%, 0%,0%,

. Catki obliczono sposobem zaproponowanym

w pracy [1]. Otrzymuje siwowczas:

Z,

EE,
pja;r‘]"fdgzsl%j [ {ZEI]n(,/n 't )+2
0Z

g

2

1} Léit; Lein, (2.48a)
n +1]

9°w" pE 3 3
pi o dQ = 87D1 [2T2E1—2‘P1E1+§Zl—522+22 in(R,)-2, EI]n(Rl)} (2.48b)

Zz

EE,
pja;t"fdg:&r;j [ {ZEI]n(,/n +t )+2

Q j 071
E '

2

1} Léit; Lein, (2.49a)
n +1]
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92w p[E, 1 1

dQ = Z,0n(R,)-2,0n(R)-=2,+=Z 2.49b
piat 87D[2 (2)1(&)2221} ( )

Z,

EE (20 [h.

& 041 |t e, 2.50a
pjanat 87D£zlj(njz+tj2 J P (2:502)

zZ,

E
o] OW_ 40 = PEifoe n(R,)- 2€, tn(R ] (2.50b)

50Nt e P !
gdzie: R =/ZZ +EZ , R, =/Z5 +Ef ,Tl—arcta{Ej v, —arctarEE j j=1,2,3..L
2

Pochodne drugiego ¢du obliczono w uktadzie wspokdnych lokalnych On;, tj, zwiazanych
Zj-tym odcinkem prostoliniowym brzegu ohzenia (Rys. 8a i 8b). Natg zatem dokona

transformacji tak obliczonych wielkoi do globalnego ukfadu wspoianychO, x,, X, .

3%w- 0°w”
2 2
aaz)\(lj\-lu Cg Cf 2 l]:l []:2 a(z:IJVD
el ¢} c; -2 e, P (2.51)
2 -¢ &, ¢t ;2 -cf J
920" G, Gle, GG 920"
0%,0%, ot;on;

gdzie: ¢, = cos(nj ,xl) i C, = cos(nj ,xz).
Po obliczeniu momentéw zgigych M, , M, i momentu skicajpcego M,, , dokonujc

odpowiedniej transformacji, moa oblicz¢ momenty zginajce i moment skicajacy wzgkdem

dwoch dowolnych osi obréconego uktadu wspgdrg/ch.
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2.7. PRZYKLADY OBLICZE N

Obliczenia przeprowadzacstdla ptyt o rGnym ksztatcie i rénych warunkach brzegowych.
Brzeg piyty podzielony jest na elementy typu ,cams’ o rownej dtugei. Calki quasi-
-diagonalne macierzy charakterystycznej oblicza amnalitycznie, a pozostate numerycznie,
wykorzystupc dwunastopunktogvkwadratue Gaussa.

W celu uproszczenia oznagzprzyjgto, ze & X, odpowiada osix, a G X, odpowiada osiy

globalnego uktadu wspokdnych.

W podrozdziatacl?.7.1. - 2.7.5. rozwaane jest klasyczne zadanie statyki ptyty prosiody
o raznych warunkach brzegowych. Wyniki obligzeprzedstawione as w wielkosciach
bezwymiarowych i poréwnanie g rozwhzaniami analitycznymi, znanymi z klasycznej tephjt
[58]. Przeprowadza siréwniez analiz wptywu bezwymiarowego parametru odsyoi punktu

kolokacji € od brzegu ptyty na rozwzanie (ugtcie i momenty zginage).

W podrozdziale2.7.6. rozwazane jest zadanie ptyty mostowe] $kej, podpartej swobodnie
na dwoch przeciwlegtych kramziach i obcizonej rownomiernie. Wyniki oblicze poréwnane
Sa z rozwhzaniami empirycznymi [49] i numerycznymi uzyskanymietod, elementow

skaiczonych.

W podrozdziale2.7.7. rozwazane jest zadanie ptyty kotowej utwierdzonej na obhzve
i obciazonej sita skupiomw srodku. Wyniki obliczé porownane gz rozwgzaniem analitycznym

przedstawionym w pracy [58].



