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4.1. MODELE DYSKRETNE PODLOZA SPREZYSTEGO TYPOW: WINKLERA
| POLPRZESTRZENI SPREZYSTEJ

Metoda elementéw brzegowych jest rownigykorzystywana w rozwizywaniu zadania ptyty
spoczywajcej na podtau spezystym Rozwaa sk dyskretny model podia typow: Winklera lub

potprzestrzeni speystej. Réwnanie deformacji podi@ mazna opisé nastpujaco (Rys. 38a):
IQO Dgo P Q [dQ 4 (4.1)

gdzie g, jest odporem gruntuQ jest obszarem na ktérym dziata afieinie i g,(P.Q) jest

funkcja podatnéci podtaza. Dla podtaa typu Winklera przyjmuje i
9,(P.Q) =k 3(P.Q) (4.2)

gdzie 3(P,Q) jest dely Diraca, ak jest sztywnécia podiaza.

Dla poditaza typu potprzestrzeni sgtystej, funkcja podatrici ma posté&

2
0, (P.Q) =Y =c,? @.3)

TEy, 1 r
gdzie E, jest modutem sgeystasci podiaza i vp jest wspotczynnikiem Poissona pozio
Po dyskretyzacji, podi® typu Winklera mana opiséa budupc diagonala macierz podatniei

o wspotczynnikach na gtéwnej przgkej réwnych %l]‘ixay (Rys. 38a). Dla podi@a typu

potprzestrzeni speystej funkcja deformacji przyjmie postéRys. 38b):

Wy =C; 1D don DI (4.42)
m=1 Sm n Q
W notacji macierzowej nima zapisé

w=C,D, (4.4b)

gdzie C,D jest macierz podatnéci poditaza. Dla podtga typu potprzestrzeni sprystej macierz
D jest petna.
Z réwnania (4.4b) oblicza giodpor podiaa, ktéry naley uwzgkdnic w rownaniach pracy
wirtualnej (4.6) i (4.7):
go =K [w (4.5)

gdzieK -1p,
G
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Rys. 38a. Budowa macierzy podd&m@odiaza
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Rys. 38b. Obliczanie elementéw macielxgla podiaa typu potprzestrzeni sprystej

Odpowiednie catki z funkcji opisanej rownaniem {4dblicza s¢ analitycznie. Zamieszczono je

w zahcznikuZ.5.
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4.2. CALKOWE SFORMULOWANIE ZADANIA STATYKI PLYTY S POCZYWAJACEJ
NA PODLOZU SPREZYSTYM

Zadanie formutuje gipodobnie do opisanego w podrozdziatachi 3.1, (Rys. 39).

Pierwsza grupa sit (ptyta nieograniczona)

M, moment zginajcy
w ug|QC|e

kqt obrotu ; Mns -moment
w kierunkus p 7 Squcancy
. -kat obrotu T, -sita poprzeczna
w kierunkt n
Druga grupa sit (ptyta rzeczywista)
X1 M, -moment zginajcy

% xg o -reakcja w wgzact

pocdioza

@s-kat obrotu
w kierunkus

M, s -moment
skrecajacy

@n -kat obrotu

. rzemieszczeni
w kierunkun P

wigzOw spezystych
(podiaza) X =X (X1, X2) — punktzrodiowy
Yy =V (X1, X2) — punkt obserwac

T, -sita poprzeczna

Rys. 39. Wielkéci wystpujace w brzegowych réwnaniach catkowych

Brzegowe réwnania catkowedn miaty posta:

c(x) Iv(x) + [T,? (¥, X) BM(Y) = M (Y, X) B, () = M (Y, X) ww] [air (y) =
r
= I [Tn (Y) TV (y,X) = M (y) @ (Y, X) = M o (y) [ (y,x)]mr(y) + (4.6)

+Jp(y)EN (v, %) [Q(Y) ~ [do(y) IV (y,X) [Q,, (y)

Q,
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oraz
o(x) B (X) + [ [f*n (y, %) DY) = M n(y,X) [, (y) — M ns(y, X) Dﬁs(y)] [ (y) =
r
=| [Tn (VX)W (Y, X) =M () BB, (¥, X) = M o (y) B, (y,x)} [ (y) + (4.7)
r

+ [ ply) W (y,X) TBQ(Y) — [a(y) W (v, %) Q4 (y)
Q

Q,

gdzie:

{ﬁ(y,x),ﬁ’%(y,x),ﬁls(y,x),v‘v*(y,x),EL(y,x),E’;(y,x)} =

0

=8 {0 (1.0 M0 (10, M3 0,209 5.0, 810,20, 6000}
)

4.3. BUDOWA UKEADU ROWNA N ALGEBRAICZNYCH

Dodatkowymi niewiadomymi w zadaniu a Sprzemieszczenia wewtnznych punktow

kolokacjiw, . Po dyskretyzacji brzegu ptyty na elementy brzegtypu ,constans” i wgtrza ptyty
na elementy powierzchniowe typu ,constans” uktadma przybierze form (Rys. 40 i Rys. 41):
Gy G, E/|[X F

A -1 0 $. =10 (4.8)
G, G; E;| (wp F,

Obszar piyty
k+1 ‘
(] n;l (o] (] \
* n
@ /‘k (o] Q@ \
<——o ° ntl\ )
A B
k-1 Ey ]

Rys. 40. Oznaczenia stosowane przy budowaarzccharakterystycznej
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Obszar piyty

Rys. 41. Oznaczenia stosowane przy budow&ongekrawej strony

4.4. OBLICZANIE UGI ECIA PLYTY SPOCZYWAJ ACEJ NA PODLOZU SPREZYSTYM

Po rozwjzaniu ukladu znane as odpowiednie wielkéci brzegowe oraz wielkoi
przemieszcze wewretrznych punktoéw kolokacji. Maf za podstawto samo catkowe rownanie
brzegowe (4.6) maa oblicz¢ ugiccie w dowolnym punkcie obszaru piyty (punkt kolojkac
znajduje st wewmtrz obszaru piyty, wspoétczynnile(x) =1), podobnie jak to miato miejsce
w podrozdziatachl.4. i 2.2. Do obliczania wartci ugiecia wykorzystuje s wyprowadzone
wczehie] odpowiednie catki brzegowe, catki po powienzichbcihzeniaQ oraz catki po krzywej
dla obcazenia roztaonego liniowo. Wzor opisagy ugkcie ulegnie nieznacznej modyfikacji

o czton zwazany z przemieszczeniami i reakcjami wzéach wewrtrznych punktéw kolokaciji:

W:W(Y)+w(wo)+w(p) (4.9a)
Bezpdarednio z rownania pracy wirtualnej o otrzyma:
w(x) =~ [T (3,0 T(y) ~ My, 3) B ()~ My, ) B5(y)] T (y) +
r
+ I[Tn (V) T (y, %) =M, () B (¥, ) =M 5(y) Bp;(y,x)]mll'(y) + (4.9b)
d

+ [ p(y) W (y, %) [HQ(Y) = [ do(y) TV (y,X) [HQ4(y)
Q

Q,
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a po dyskretyzacji elementami brzegowymi przyjnfojene:

le le le
w(x, %) = =Y w O TN + Y ¢, M0 + > ¢ O M [r, +

k=1 I k=1 e k=1 I

(4.9¢)
le le L
+ kZTn O w rair, —kZMn O #5080~ X" o (y) O w(x,y) [0iQ, +|Zp: pdwdQ
=1 T, =1 r i Q, =1 Q

gdzie le jest liczlz elementéw brzegowych ip jest liczla obchzen ciagtych roziazonych

na powierzchni piyty.
4.5. OBLICZANIE MOMENTOW ZGINAJ ACYCH W PLYCIE SPOCZYWAJ ACEJ NA
PODLOZU SPREZYSTYM

Obliczanie momentow zgingjych przeprowadza giza pomosg ilorazu r@nicowego przy

uzyciu przemieszczepicciu sasiadupcych ze sop punktow (Rys. 42).

X1

W
AXo

AXq
—

Rys. 42. Budowa ilorazuzricowego

Momenty zginajce keda wéwczas wyraone wzorami:

[ MPw APw
I\/IX1 =-D A—X12+VpE§ (410)
[ MPw APw
I\/IX1 =-D A—X12+VpE§ (411)
gdzie:
W W, =20, + W
AW _ W, — 2 + Wy (4.12)

AX] (Axl)z
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Nw W, — 20, + Wy
A (8%, )?

(4.13)

4.6. PRZYKLADY OBLICZE N

W celu uproszczenia oznagz@rzyjgto, ze & X, odpowiada oznaczenia 0si, a G X,
odpowiada osiy globalnego uktadu wspokdnych.

W podrozdziale 4.6.1. analizowana jest plyta kwadratowa, at@ wszystkie krawdzie
swobodne (Rys. 43) spoczywef na podiou typu Winklera z uwzglnieniem wg¢zow
jednostronnych. Obgienie p roztazone jest na powierzchni kwadratu. Zadanie razuje s¢
iteracyjnie, eliminujc w kolejnych iteracjach punkty kolokacji wewtre obszaru ptyty, w ktorych

wystepuje ujemna reakcjBy. Wyniki obliczer poréwnane $z rozwazaniamiMEB [4, 9, 32, 62].

W podrozdziale 4.6.2. przeprowadza ei analizz ptyty kwadratowej, magej wszystkie
krawgdzie swobodne i spoczywagg] na podiau typu poétprzestrzeni sgtystej z wezami
dwustronnymi. Obeaizenie w postaci sity skupionej przylone jest wsrodku piyty (Rys. 44).

Wyniki obliczeh poréwnane gz rozwiazaniamiMEB [62].

Vs /"

Yy y
Rys. 43. Plyta kwadratowa, spoczyw&g Rys. 44. Plyta kwadratowa, spoczyeaj
na podtau spezystym typu Winklera na podta spezystym typu

potprzestrzeni speystej
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4.6.1. Plyta kwadratowa, magca wszystkie kravedzie swobodne, spoczywaga na podicu

sprezystym typu Winklera, obcigzona rownomiernie na wycinku powierzchni

Przyktad 1.
a =400 cm h, = 20 cmE = 2.6 x 16 N/ent, v, = 0.15, £ = /d = 0.001,
c =50 cmk =50 N/cn?, p =300 N/cr,
liczba elementéw brzegowych: 64,
liczba wewrtrznych punktow kolokacji: 256.
Ugieciew [cm] wzdtwz przekatnejl4
-0.10 —
-0.05 - \\ //
0.00 —
0.05 - /A —wigzy jednostronr
E 0.10 € - wiezy dwustronn
>
5 0.15 -
2
(@]
D 0.20—
0.25 -
0.30 —
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Rys. 45. Plyta kwadratowa, spoczyuag na podiau spezystym typu Winklera.

Odlegtas¢ [s/ly]

Wykres uggcia wzdhw przelgtnejly

Tabela 4.1. Ugiie wsrodku ptyty

W max [CM]
Wiezy Wigzy

jednostronne| dwustronne

MEB - praca 0.333087 0.329574

Kirchhoff [32] 0.338520 0.333560

Kirchhoff [4] 0.333604 0.329870
Reissner [62] 0.346120 0.341456
Reissner [9] 0.341402 0.337788

1.0
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Tabela 4.2. Moment zgigay w srodku piyty

M max[N-cm/cm]-16, MEB - praca
Wig¢zy jednostronne Wy dwustronne
0.116912 0.115320

Liczba iteracji — 3.

Przyktad 2.
a =400 cmh, = 30,E = 2.6 x 16 N/cn¥, v, = 0.15,£ = §/d = 0.001,
c =20 cmk = 500 N/cni, p = 1000 N/cm,
liczba elementéw brzegowych: 64,
liczba wewrtrznych punktow kolokacji: 256.
002 Ugicciew [cm] wzdtuz przelkatnejlqy
-0.01 -
A —wigzy jednostronne
0.00 —
€
L,
2 0.01 -
Q
(&
2
)
> 0.02—
0.03 -
\ \ \ \ ‘ \

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Odlegtas¢ [s/ly)

Rys. 46. Plyta kwadratowa, spoczyaag na podtau spezystym typu Winklera.
Wykres ugécia wzdtw przekytnejly
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Tabela 4.3. Ugiie wsrodku ptyty

W max [cM]
Wigzy Wigzy

jednostronne| dwustronne

MEB - praca 0.030895 0.029642
Kirchhoff [32] 0.031942 0.029947
Kirchhoff [4] 0.031344 0.029597
Reissner [62] 0.035710 0.033593
Reissner [9] 0.035083 0.033335

Tabela 4.4. Moment zgigay w srodku piyty

M max[N-cm/cm]-16, MEB - praca
Wigzy jednostronne Wy dwustronne
0.852430 0.834393

Liczba iteracji — 4.

Przyktad 3.
a =400 cmh, = 40,E = 2.6 x 16 N/cn?, v, = 0.15, £ = J/d = 0.001,
c =20 cmk = 500 N/cni, p = 1000 N/cr,
liczba elementéw brzegowych: 64,
liczba wewrtrznych punktow kolokacji: 256.
Ugiccie w [cm] wzdtuz przelatnejly
-0.010—
/A — wigzy jednostronne
-0.005 - .
\ @ — wiczy dwustronne /
0.000—
5 0.005 -
=
()
‘G 0.010—
2
(@]
2 0015
0.020— -
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Rys. 47. Plyta kwadratowa, spoczyua na podiau spezystym typu Winklera.
Wykres uggcia wzdhw przelgtnejly
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Tabela 4.5. Uggie wsrodku ptyty

W max [cm]
Wigzy Wigzy

jednostronne| dwustronne

MEB - praca 0.020518 0.020194
Kirchhoff [32] 0.021287 0.020562
Kirchhoff [4] 0.020564 0.020206
Reissner [62]| 0.024273 0.023548
Reissner [9] 0.023634 0.023296

Tabela 4.6. Moment zginey w srodku ptyty

M max[N-cm/cm]-18, MEB - praca

Wigzy jednostronng  Wigzy dwustronne

0.933794

0.922606

Liczba iteracji — 3.

4.6.2. Plyta kwadratowa, majca wszystkie kravedzie swobodne, spoczywaga na podiau
sprezystym typu potprzestrzeni sprezystej, obchzona silp skupiona w srodku

a=100 cmh, = 2 cm,E = 2.6 x 16 N/cnt, v, = 0.3, £ = §/d = 0.001,

Eo = 3000 N/cr, vo = 0.3,P = 1000 N,
liczba elementéw brzegowych: 64,
liczba wewrtrznych elementéw powi

erzchniowych: 256.

Rozktad ugtciaw [cm] wzdtwz przekatnejlq

—— wiezy jednostronne
2] © © — o N < N~ -0.004 + . /
& 4 &N ¥ 1 b ~ © o | N\ - wiezy dwustronne
o o o o o o o o o
O 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 | 0
£ 00 [MEB - pracd
— 0,004 0.004 -
L 0006
o’ B
o 008 0.008 -
D 00l
0012- 0012 1
Odlegtas¢ [s/ly) Odlegtasc [s/lg]
0 0.2t 0.t 0.75 1

Rys. 48a. Plyta kwadratowa, spoczyaeaj na podiou spezystym typu polprzestrzeni sgiystej.

Wykres uggcia wzdhy przekatnejly
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Rozktad reakcji podiza go [N/cm?] wzdiuz przektnejlq

g 024
=

8 0
> 02
| 0147
§ o5
© |
3 08
o

[¢] ]
S .
®

() 16-
o

—— wigzy jednostronne

M OO NOT AN MO O N DO I Ur e Wiqzydwustronne
QO dNAN®O Y WO~ o0
OO0 0000000 o0 o0d S o oo L _
‘\Q\Q\ | | | \W\ 0 ——am. T e
0.4 -
0.8 -
1.2 1
1.6 1
Odlegtas¢ [s/ly) Odlegtas¢ [s/ly)
0 0.25 0.t 0.75 1

Rys. 48b. Plyta kwadratowa, spoczyua na podieu spezystym typu potprzestrzeni sgryste;.

Wykres reakcji podia wzdhe przekatnejlq

Tabela 4.7. Ugicie wsrodku piyty

W max[CM]
MEB - praca [62]
0.012094 0.0107

Tabela 4.8. Reakcja podia wsrodku ptyty

Jo max [Nlcmz]
MEB - praca [62]
1.509720 1.60

Tabela 4.9. Moment zgirggy w srodku ptyty

M max[N-cm/cm]-18
MEB - praca

0.281743




