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5.1. CALKOWE SFORMULOWANIE ZADANIA DRGA N WEASNYCH PLYTY

Rozwaa st problem drga wilasnych piyty. Zatbono dyskretny rozktad masy. W adym
z wewretrznych punktéw kolokacji zwzanych z pojedynez mas skupiora wprowadza si
przemieszczeniew,, przyspieszeniew oraz sit bezwiladnéci P (Rys. 49). Do rozwizania

zadania stosujegsrozwigzanie fundamentalne dla statyki.

Pierwsza grupa sit (ptyta nieograniczona)

/\; Mn* -moment zginajcy
W -ugiccie T7 7o) /n
/
X

'_\

-kqt obrotu % Mns* -moment
w kierunkus skrecajacy

/
_i__mu n
¢n -kat obrotu Tn* -sita poprzeczna

w klerunkun

Druga grupa sit (ptyta rzeczywista)
X1 masy skupione M, -moment zginajcy

Wy, -ugiecie

X2
X3

@s-kat obrotu
w kierunkus

Mps -moment
skrecajacy

@n -kat obrotu T, -sita poprzeczna

w kierunkun 3
X =X (X1, X2) - punktzrodtowy

y =V (X1, X2) - punkt obserwacji

Rys. 49. Wielkéci wystpujace w brzegowych réwnaniach catkowych
Dla drgan harmonicznych mmma zapisé
w, :V\~/i sinwt (5.1)
stad
W =—a W sinwt (5.2)
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Wowczas amplituda sity bezwtadiop 5, = I§i | jest opisana zam®oscia:
B =«’m W (5.3)
Brzegowe réwnania catkowe majostd:

o) TX) + [ [T (v, %) TRy) = M (v, X) T, () = M (v, ) T, ()] Car(y) =
= [T ) W (y,%) = M (y) T (v, ) = Moo ) 5 (v, )| i () + (5.4)

+ S W 0 (y,)
i=1
oraz

€ 7,00+ [ [T (v, 30 0R(y) = M o (v, %) 5, () ~ M sy, ) @, (y) |0 (v) =
= f'r;(y,x) W (y,%) =M, (y) B, (y,X) = M . (y) D?ﬁ’;(y,x)]mr(y) + (5.5)

+ 2 'm W, W (y,X)

gdzie

| — %

{7 0, (.00 M 30y, 0,00 (9,0, 7.30, B (9,0 =

0

=0 {1 (1,0 MA 0. M0, 0950030, 8,9,0,4: 0, ]
n(x)

5.1.1. ROwnania ruchu ptyty

Po dyskretyzacji brzegu ptyty elementami brzegowyuohktad rowna algebraicznych mima

zapis& w postaci:

G, G, -AEM, X 0
A -l 0 3. +=10 (5.6)
G, G, —AEM, +I| |W| [0
gdzie
M p = diag(m,,m,,....my ) (5.7)

A=a’, |jest macierz jednostkow oraz N jest liczky mas skupionych. Eliminacja amplitud

wielkosci brzegowych X i ¢, z rownania macierzowego (5.6) prowadzi do starmlsedo
problemu wiasnego:

{A -2}, =0 (5.8)
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gdzie A =1/ & oraz
A={E,M, - (G, -G,A) Gy +G,| EM,}. (5.9)

5.2. DRGANIA CIALA ZANURZONEGO W PLYNIE

Rozwaa sk mate drgania ciata zanurzonego w plynie. Ptyn maamy jest jako ciecz lub gaz.

Cialo o obgtosci V i powierzchniSzanurzone jest w ptynie (Rys. 50).

Rys. 50. Drgania ciata zanurzonego w ptynie
Zaktada st, ze ptyn jestscisliwy i nielepki. Rozwaa sk mate drgania ciatla wokét patenia
rownowagi.
Potencjat pola pdkosci ptynu
B(x,t)=F(x) & (5.10)
gdzie x = (x,,%,,%,),
spetnia rownanie Helmholtz'a

023 + k% =0 (5.11)

gdzie « =ﬁ, a jest cazstascia kotowa drga wihasnych, cjest pedkoscia dzwieku w plynie
c

2 2 2
oraz 0°@ = 5 9 & 9 >~ jest operatorem Laplace'g,z =V,.
ox’ 6x2 ax3 0X;

Rozwigzanie rownania (5.10) mna przedstawi w postaci potencjatu warstwy pojedynczej

i warstwy podwadjnej za pomaaastpujacego réwnania catkowego [52]:

CP)p(P)=-[7 9%(Q) 4o(p Qs + j7(0 )22 E\P g, (5.12)
S Q Q
gdzie C(P) jest wspétczynnikiem, ktéry wynosi:

C(P) =1, kiedy punkt P lgy na zwntrz powierzchniS,
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C(P) = 05, kiedy punkt P ley na gtadkiej powierzchn§,
C(P) =0, kiedy punkt P ley wewratrz ciata o objtosci V ,

1 exp-ilkIr(P,Q))
AT r(P.Q)

jest rozwazaniem podstawowym rownania Helmholtz'a (5.11).

¢"(P.Q)= (5.13)

Warunki brzegowe na powierzcht8 s typu Neumann'a. §Sto warunki sprgzenia drgé
ptynu i ciata. Maj one posté
09 _ ou,

on ot (.14)
gdzie
u, =u, & (5.15)
jest sktadow normalra przemieszczenia ciata.
Cisnienie ptynu na powierzchni ciata wynosi
p=-p, %2 (5.16)

ot
gdzie p, jest g:stascia ptynu.

Wykorzystupc rownania (5.14) i (5.16) maaa rownanie (5.12) zapisa postaci:

c(P)p(P)= wzpcqu B(P.Q msQ+jp wmsb (5.17)

Cisnienie ptynu na ciatlo opisywane jest przez brzegodwnanie catkowe (5.17). Do jego
rozwigzania stosuje ei metod elementéw brzegowych. Po dyskretyzacji powierzchiata

za pomog elementoéw brzegowych, miea rownanie (5.17) zapisa postaci macierzowe;j:

Cp=-w’p A, +B{p (5.18)

gdzie Cjest diagonala maciera WspéiczynnikéWC(P), B jest wektorem amplitud @hien, A

i B sa kwadratowymi, zespolonymi macierzami zaigmi od czstasci kotowej drga orazun jest

wektorem amplitud przemiesza@zenormalnych ciata. Elementy,, i B,, macierzy A i B

okreslaja wzory:

N @"(m, Q) @S, (5.19)

I
'M“’

'I_I‘

Ann

J

=3 N a‘;mQ @S, (5.20)

j=ls

S,

I
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gdzie Nr(]j) jest funkcy interpolacyja (funkcja ksztattu dla elementuj,”oraz wezta ,n”), € jest
liczba elementéw mapgych wspélny wzet ,n”. Catki (5.18) i (5.19) oblicza sinumerycznie

stosujc metod Gaussa. Catk&\,,, ma osobliwéc¢ typu I/r i do jej obliczania trzeba stosotva

metody analityczno-numeryczne.

Z rownania (5.18) po obliczeniu otrzymuje:si
p=-’p, B'A, (5.21)
gdzieB, =C-B.

Jezeli zatlary sig, ze ptyn nie jestcisliwy (mozna tak zatay¢, gdy drgania w ptynie odbywagj

sie¢ z niskimi czstasciami), tzn.c - o, wtedy rozwizanie podstawowe

1 1
PQ)=—0—— 5.22
$'(PQ)= ) (5.22)
a macierzeA i B beda macierzami rzeczywistymi.
Ruch ciata po dyskretyzacji moa zapis&a macierzowo:
(Ko-aMg)mi=P (5.23)

gdzie Kg i Mg sa macierzami sztywnei i mas ciata, au i P sa wektorami amlitud

przemieszczei sit wgztowych. Macierzowo mmna zapisé&
P=-T,p (5.24)

U, =T, (5.25)
gdzie T;i T, sa macierzami transformacji. Wykorzysigj zalenosci (5.24), (5.25) i (5.21)

w réwnaniu (5.23) ostatecznie otrzymuje: si

[Ke-a?(Ms+Mm )| =0 (5.26)
gdzie M . jest maciergz mas ptynu,
M. =T,HIT, (5.27)
orazH = p_ [B;'A.
Réwnanie (5.26) przedstawia uogdlniony problem wnyasObecné¢ ptynu objawi sie
za pomog petnej i niesymetrycznej macierzy mas ptyWl. , ktdra dofacza s¢ do macierzy mas

cialaM .
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5.2.1. Drgania ptyty zanurzonej w cieczy

Rozwaany jest problem drgawlasnych piyty cienkiej catkowicie zanurzonej weczy.
Do rozwhzania zadania stosujezsnetod; elementow brzegowych. Niecl o, odpowiada osix,
a & x,odpowiada osiy globalnego uktadu wspokdnych. W réwnaniach catkowych (5.4) i (5.5)

nalezy do skiadowej wektora sity bezwladiwo zwiazanej z mas ptyty B, dod& skiadow
wektora cénienia hydrodynamicznego ciecBF, tzn.:
R=B+R" (5.28)

Plyta otoczona jest ze wszystkich stron cied2rzyjmuje si ciecz nidcisliwy i nielepka.

Wektor przyspieszenia cieczy w punkoeigy jest dany réwnaniem [53, 54]:

.o 1 62 1
X V,t)=- Ap[H = |[dxd 5.29a
W yt) =g -l op OZZM ixdy (5.292)

gdzie Ap = p,— p, jest cénieniem hydrodynamcznym na powierzchpiyty i p. jest g:staicia
cieczy. Po dyskretyzacji powierzchni ptyty na podgtne elementy typu ,constans”, réwnanie

(5.29a) mae by zapisane w formie:

" 1 N 0% [1
W(Xm’ym’t):_ ZApn _[ _2|:_}de)/ (5.29b)
ATp; n=1 0, 025, 2,-0
lub inaczeyj:
. 1 N
Xos Yo t) = ————— P,H,, 5.29¢
WX Yot) Mm%%( ") (5.29¢)
gdzie
Hon = | ﬁmedy (5.30)
i AQ, 0zp L1 ] 2,0 .

i B, =4p, [&, [&,. Parametry, ia, opisup wymiary wewrgtrznego powierzchniowego elementu

brzegowego (Rys.51).

Po wykonaniu obliczezgodnie z [53, 54] otrzymujecsi
T o It L P L P S E A s
Ypllo T ) X\fs T2 ) Ylfs fa) Xp\lfy N

Yo =Yn~/27 VY, Y =Ynt+d, /2= Yy,

gdzie

Xo =X~ 8/27 Xy X =X +8/27 Xy,
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m (Xm’ ym) X
s "
S, T ——=1T2
\\ \\\\Ll\\ 1 = 2
\ ~ S~ T e
\ N S SY N
AN ~
\\ N r
\\r4 \\3\
N Soo N (X, Yn) ¥
\\ A \\‘ a.y
\ ~
\ ~o
\ ~
\\ \\\
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Rys. 51. Wewstrzny powierzchniowy element brzegowy

W notacji macierzowej réwnanie (5.29b) medoy¢ zapisane:

W:—LE}LH [P (5.32)
4mp. aa,

gdzie H jest (N X N) maciera kwadratows, ktorej kady element jest zdefiniowany wzorem
(5.31). S&d, mazna obliczy sity hydrodynamiczne dziakgge na powierzchgipiyty :
P=-M_0Ov (5.33)

gdzieM ¢ =4mrlaa H 1 jest macierz mas cieczy.

5.2.2 ROwnania ruchu ptyty zanurzonej w cieczy

Po dyskretyzacji brzegu piyty elementami brzegowymmaz wrtrza piyty prostoktnymi

elementami powierzchniowymi, uktad rownaichu mana zapisaw postaci:

G, G, -AEM X 0
A -l 0 g, +=10 (5.34)
G, G, -AE,M+I| |W 0

m)

gdzie -
M=M,+Mg, (5.34)
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M, =diag(m,m, ,....my) (5.35)
A=a” orazl jest macierz jednostkow. Eliminacja amplitud wielkéci brzegowychX i ¢, z

rownania macierzowego (5.34) prowadzi do standaegowproblemu wiasnego:

gdzie A =1/ &? oraz

A=

——

E,M - (G, -G,A)IG, +Gl]‘1E1M} (5.37)

5.3. PRZYKLADY OBLICZE N

Obliczenia przeprowadzacstdla ptyt o rGnym ksztalcie i rénych warunkach brzegowych.
Brzeg piyty podzielony jest na elementy typu ,cams’ o rownej dtugei. Catki quasi-
-diagonalne macierzy charakterystycznej obliczonmligycznie, a pozostale numerycznie,
wykorzystupc dwunastopunktogvkwadratue Gaussa.

W podrozdziatach.3.1.— 5.3.6.analizowane gdrgania wtasne oraz drgania wtasnesnodku
cieczy trzech typow piyt kwadratowych: podpartepbadnie na czterech kradziach, podpartej
swobodnie na dwoéch przeciwlegtych kralziach z dwoma pozostatymi kradziami
swobodnymi oraz ptgtwspornikove.

W podrozdzialés.3.7.analizowane gsdrgania ptyty mostowej skoej podpartej swobodnie na

dwoch przeciwlegtych kragdziach z dwoma pozostatymi kragziami swobodnymi.

5.3.1. Drgania wtasne ptyty podpartej swobodnie nezterech krawedziach

Liczba elementéw brzegowych: 120

liczba mas skupionych: 100 Wiasndci piyty:

E, = 205 GPa

vp=0.3

hp=0.01 m

h=1=20m

P, = 7850 kg/n?

Rys. 52. Plyta podparta swobodnie na cztereahkiziach ¢ =0/d=0.01



M. Guminiak - Analiza ptyt cienkich metadelementéw brzegowych...

92

Tabela 5.1. Ggtasci drgan wiasnych

Czestdéci drgan wiasnych [rad/s]
Czestaic Rozwigzanie Rozwigzanie
analityczne [37]] MEB - praca
1 76.313 76.318
2i3 190.783 190.710
4 305.253 304.918
5 381.567 380.805

Rys. 57. Bta posté drgar wkasnych plyty
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5.3.2. Drgania wiasne ptyty podpartej swobodnie ndwéch przeciwlegtych krawedziach
z dwoma pozostatymi krawedziami swobodnymi

Liczba elementéw brzegowych: 120
liczba mas skupionych: 100 Wiasndgci piyty:

E, = 205 GPa

vp=0.3
hpy=0.01m
h=1=20m
P, = 7850 kg/n

¢ =0/d=0.01

Rys. 58. Plyta podparta swobodnie na dwoch prtegtych kravedziach
Zz dwoma pozostatymi kradziami swobodnymi

Tabela 5.2. Ggtasci drgan whkasnych

Czestasci drgan
Czestas¢ wihasnych [rad/s],
rozwigzanieMEB - pracg

37.820
62.211
144.054
150.346
180.438

G WIN|F

Rys. 59. Pierwsza postdrgar wlasnych piyty Rys. 60. Druga po&@rgar witasnych plyty
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Rys. 61. Trzecia postalrgar wkasnych ptyty Rys. 62. Czwarta pastirgar wkasnych ptyty

Rys. 63. Bta posta drgai wkasnych piyty

5.3.3. Drgania wtasne ptyty wspornikowej

Liczba elementéw brzegowych: 120 Wiasndci phyty:

liczba mas skupionych: 100
E, = 205 GPa

Vp=0.3
h,=0.01 m

h=1=20m
P, = 7850 kg/n?’

¢ =0/d=0.01

Rys. 64. Ptyta wspornikowa

Tabela 5.3. Ggtasci drgar wiasnych

Czestasci drgar whasnych [rad/s]

Czstad¢ | Rozwizanie Rozwiazanie
analityczne [17]] MEB - praca
1 13.508 13.385
2 33.043 32.860
3 82.889 83.157
4 106.162 106.762
5 120.506 120.241
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Rys. 69. Bta posta drgax wkasnych piyty

5.3.4. Drgania wiasne ptyty podpartej swobodnie naezterech krawedziach zanurzonej
w cieczy

Liczba elementéw brzegowych: 120, Wiasndci piyty:
liczba mas skupionych: 100, a

liczba wewrtrznych elementow powierzchniowych: 100, E, =205 GPa
Uy~ Qestas¢ plyty na jednosti powierzchni Ww=0.3
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ciecz Wiasndgci piyty:
h,=0.01m

_____________________ h=1=20m
A ——— P, = 7850 kg/n?

_ 3
Rys. 70. Ptyta podparta swobodnie na czterechddawach, pc =1000kg/m
zanurzona w cieczy e =0/d=0.01

Tabela 5.4. Porownanie gcsci drgai wkasnych

Czestas¢ drgan wkasnych [rad/s] - praca
Czestas¢ Plyta Ptyta + cieczMEB
MEB (o = 1000 kg/n)
1 76.318 19.471
2i3 190.710 61.940
4 304.918 110.670
5 380.805 143.722
1000 w= a)Eﬂz,/ﬂ
D
90.0
80.0 —
70.0
60.0 —
50.0 -
40.0
30.0 -
20.0 —
10.0 +
w1 — [l
OO T ‘ T ‘ T ‘ p = 'OC—

0.0 10.0 20.0 30.0 40.0 50.0 60.0 Hp

Rys. 71a. Zatenosé¢ Z)—,T)dla piyty podpartej swobodnie na czterech k@miach, gdzie
w- bezwymiarowa cgtas¢ drgan wiasnych p+yty,,?)- bezwymiarowa ¢stas¢ cieczy
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60 w=% p—
. w, czstasé
50
2 i 3czxstas¢
4 czstasé
4.0 — 5 Castoié
3.0 -
2.0 —
1.0 +
— [l
00 T ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ — pC

0.0 10.0 20.0 30.0 40.0 50.0 60.0 P

Rys. 71b. ZalEnos¢ Z—Z) dla ptyty podpartej swobodnie na czterech kmdwiaech, gdzie

Z)- bezwymiarowa ogstas¢ drgah wiasnych p+yty,,5- bezwymiarowa ¢stas¢ cieczy

Rys. 72. Pierwsza postdrgar wiasnych piyty Rys. 73. Druga postirgar wkasnych ptyty
w cieczy w cieczy
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Rys. 74. Trzecia postalrgar wtasnych ptyty Rys. 75. Czwarta pastagar wiasnych piyty
w cieczy w cieczy

w cieczy

5.3.5. Drgania wiasne ptyty podpartej swobodnie ndwéch przeciwlegtych krawedziach
z dwoma pozostatymi krawedziami swobodnymi zanurzonej w cieczy

Liczba elementéw brzegowych: 120, Wiasndci ptyty:
Iiczba mas skupionych: 100, ] _ _ E, = 205 GPa
liczba wewrtrznych elementow powierzchniowych: 100,
H,- Gestas¢ plyty na jednosti powierzchni Vp=0.3
clecz h,=0.01 m
h=1=20m

P, = 7850 kg/n?®
0. =1000 kg/m®

Rys. 77. Plyta podparta swobodnie na dwdch przegith krawdziach ¢ =0/d=0.01
Zz dwoma pozostatymi krassiziami swobodnymi, zanurzona w cieczy

Tabela 5.5. Porownanie gcsci drgaa wkasnych

Czestaé¢ drgar whasnych [rad/s] - praca

Czestase Piyta Ptyta + cieczMEB
MEB (0. = 1000 kg/nd)
1 37.820 9.882
2 62.211 20.771
3 144.054 49.823
4 150.346 54.258
5 180.438 66.916
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50.0 = wi? [Hp
D

45.0
40.0 —
35.0 -
30.0—
25.0 -
20.0— = _

15.0 -
w3

g

10.0 2

50 | oy

— [l
0.0 ‘ | ‘ | ‘  P= 2o
Hy

0.0 10.0 20.0 30.0 40.0 50.0 60.0

Rys. 78a. Zalmaos¢ Z)—,B dla ptyty podpartej swobodnie na dwoch przeciwlelgtkranedziach,
z dwoma pozostatymi kraxdziami swobodnymi

w="*
6.0 — w, 1 czstasé
5.0
2 czxstasé
3 czstasé
4 czstase
4.0 — 5 czstasé
3.0 1
2.0 —
/4
1.0
—_ P [l
0.0 | | | | | o P=
Hp

0.0 10.0 20.0 30.0 40.0 50.0 60.0

Rys. 78b. Zalenos¢ Z)—/_) dla ptyty podpartej swobodnie na dwdch przeciwlelgtkravedziach,
z dwoma pozostatymi kraxdziami swobodnymi
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Rys. 79. Pierwsza postdrgar wkasnych ptyty Rys. 80. Druga postérgar wkasnych ptyty
w cieczy w cieczy

Rys. 8la. Trzecia postargar wkasnych ptyty Rys. 81b. Trzecia pastagar wiasnych piyty
w cieczy

Rys. 82a. Czwarta postdrgai wiasnych piyty Rys. 82b. Czwarta pdstiigar wkasnych ptyty
w cieczy

Rys. 83. Rita posté drga wkasnych piyty
w cieczy
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5.3.6. Drgania wtasne ptyty wspornikowej zanurzoney cieczy

Liczba elementéw brzegowych: 120,
liczba mas skupionych: 100,

liczba wewrtrznych elementéw powierzchniowych: 100,
Uy - GesStas¢ ptyty na jednosti powierzchni

ciecz

y 574

Rys. 84. Plyta wspornikowa zanurzona w cieczy

Wiasndaci piyty:
E, = 205 GPa
Vp=0.3
h,=0.01m

h=1=20m

P, = 7850 kg/n?
0. =1000 kg/n?®

. . . ¢ =0/d=0.01
Tabela 5.6. Porownanie gcsci drgai wkasnych
Czestas¢ drgan wkasnych [rad/s] - prac
Czestas¢ Plyta Ptyta + cieczMEB
MEB (0 = 1000 kg/ni)

1 13.385 3.886

2 32.860 11.503

3 83.157 27.721

4 106.762 40.843

5 120.241 45.327

w=wl?, /%
30.0 —
25.0 +
20.0
15.0
ws
10.0— —
w4
ws
5.0 -
@2
00 C(_Jl T ‘ T ‘ T ‘ > = pc [I
0.0 10.0 20.0 30.0 40.0 50.0 60.0 Hp

Rys. 85a. Zatenos¢ Z)—,B dla ptyty wspornikowej,
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Rys. 85b. Zalenos¢ c=u—7) dla ptyty wspornikowej

Rys. 86. Pierwsza postdrgar wiasnych plyty  Rys. 87. Druga postdrgar wlasnych piyty
w cieczy w cieczy

Rys. 88. Trzecia postalrgar wiasnych piyty Rys. 89. Czwarta pastirgar wlasnych piyty
w cieczy w cieczy
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Rys. 90. Rjta posté drgai wlkasnych piyty
w cieczy

5.3.7. Drgania wtasne ptyty mostowej ukinej, podpartej swobodnie na dwdéch
przeciwlegtych krawedziach z dwoma pozostatymi krawdziami swobodnymi

Liczba elementéw brzegowych: 120,

liczba mas skupionych: 100 Wiasndci piyty:

y E, = 30 GPa
e EE—
y ! y Vp = 0.167
A /1
\\ sy hp = 10 m
| =15.0m
y h h=10.0n
P, = 2400 kg/n?®
)
\
¢ =9/d=0.01

Rys. 91. Plyta mostowa ska, podparta swobodnie na dwdéch przeciwlegtych &davach,
z dwoma pozostatymi kragglziami swobodnymig = 45°

Tabela 5.7. Gatdéci drgai wkasnych

Czestaici drgan
Czestasc wiasnych [rad/s],
rozwigzanieMEB - praca

77.644
100.515
196.787
294.194
381.535

G W[IN|[F
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Rys. 92. Pierwsza postadrgar wtasnych plyty Rys. 93. Druga postirgar wkasnych ptyty

Rys. 94. Trzecia postalrgai wlkasnych piyty Rys. 95. Czwarta pdstigar wkasnych ptyty

Rys. 96. Rta postéa drgax wiasnych plyty



